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PREFACE 


fn my preface to the first edition, 
I begged the reader not to draw attention to errors. 

I now wish I had not done so 
and sm gratsfut to the few readers wtio ignored my reQuest^ 

— STUART SUTHERLAND, The InternationBt Dictionary of Psychology (1996) 

This booklet is Fascicle 3 of The Art of Computer FrogrAmming^ Volume 4: 
CombiziatoriaJ Algoritiims. As explained in the preface to Fascicle 1 of Volume 
rm circulating the material in this preliminary form because I know that the 
task of completing Volume 4 will take many years; l can’t wait for people to 
begin reading what I’ve written so far and to provide valuable feedback- 

To put the material m context, this fascicle contains Sectioiis 7.2.1.3, 7.2.1.4, 
and 7,2.1,5 of a ldng ? loog chapter on combinatorial searching- Chapter 7 
will eventually fill three volumes (namely Volumes 4A t 4B, and 4C) ? assuming 
that I'm able to remain healthy. It will begin with a short review of graph 
theory，with emphasis on some highlights of siigni^c 往 nt graphs in The Stanford 
GraphBase^ from which I will be drawing many examples. Then comes Section 
7,1, which deals with bitwise manipulation and with algorithms relating to 
Boolean functions. Section 7,2 is about generating all possibilities, and it begins 
with Section 7*2-1: Generating Basic Combinatorial Pat terns. Details about 
various useful ways to generate n — tuples appeal in Section and the 

generation of peram tat ions is discussed in Section 7»2,1 9 2, That sets the stage for 
the main contents of the present booklet，namely Section 7.2,1,3 (which extends 
the ideas to combinations of n tldngs taken t at a time); Section 7.2,1.4 (about 
partitions of an 

will come Section 7.2.1.6 (about trees) and Section 7,2 丄 7 (about the history of 
combinatorial generation)，in Fascicle 4, Section 7,2.2 will deal with backtracking 
in general And so it will go on, if all goes well; an outline of the entire Chapter 7 
as currently envisaged appears on the taocp webpage that is cited on page n. 

I had great pleasure writing this material,, akin to the thrill of excitement 
that 1 felt when writing Volume 2 many years ago. As in Volu 皿 e 2 t where I 
found to rny delight that the basic principles of elementary probability theory 
and number theory arose naturally in the study of algorithms for random number 

generation and arithmetic, I learned while preparing Section 7,2J that the basic 
principles of elementary combinatorics arise naturally and in a highly motivated 
way when we 

again that a beautiful story was “out there 1 ’ waiting to be told. 


study algorithms for combinatorial generation- Thus ? I found once 


integer); aed Section 7,2,L5 (about partitions of a aet). Then 


IV 


PREFACE 


For exarnple, in the present bookJet we find roacy of the beautiful patterns 

formed by combinations, with and without repetition, and how they relate to 
famous theorems of extremal combinatorics. Then comes my chance to tell 
the extraordlinary story of partitions; indeed，the theory of partitions is one 
of the nicest chapters in all of mathematics. And in Section 7.2J.5 t a little- 
known triangle of numbers s discovered! by C, S. Peirce, turns out to simplify 
and unify the study of set partitions，another vitaJ topic. Along the way I’ve 
included expositions of two mathemaitical techniques of great importance in the 
analysis of algorithms: Poisson -s summation formula, and the powerful saddle 
point method. There are games ami puzzles too, as in the previous fascicles, 

My original intention was to devote Ear less space to these subjects，But 
when I saw how fundamental the ideas were for combinatorial studies in general ， 
I knew that I could never be happy imlese 1 covered the basics quite thoroughly. 


Therefore I've done my best to build a solid foundation of theoretical and 
practical ideas that will support many kinds of reliable superstnictures- 

I thank Frank Ruskey for bravely foisting ati early draft of this material on 
college sludents and for telUng me about his classroom experiences. Many other 
readers have also helped me to check the first drafts; 1 wish to thank especially 
George Clements ajid Svante Jansoa for their penetrating comments- 


I shall happily pay a finder s fee of $2.56 for each error in this fascicle when 
it is first reported to me s whether that error be typographical tedtmical, or 
historical. The same reward holds for items that I forgot to put io the index. 
And valuable suggestioo^ for improvements tc? the text are worth 32〆 each. 
(Furthermore, if you find a better solution to ao exercise, Ill actually reward 
you with immortal glory instead of mere money, by publishing your name in the 
eventual book:—) 

Notations that are used here and not otherwise explained can be found in 
the Index to Notations at the 冊 d of VbJiimes 1 } 2 3 or 3 + Those indexes point to 
the places where further information is available. Of course Volume 4 will some 
day contain its own Index to Notations, 


Machine-language examples ia all future editions of Tlie Art of Computer 
Programming will be based on the MMIX computer, which is dt^cribed in Vol¬ 
ume l y Fascicle L 

Cross references to yet-unwritten material sometimes appear as <00’ in the 
following pages; this impossible value is a placeholder for the actual numbers to 
be supplied later. 

Happy reading? 


Stanford, California 

June 2005 
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7.2.1*3, Generating all combinations. Combinatorial mathematics is often 
described as “the study of permutations, combinations, etc”” so we turn our 
attention now to combinations. A combination of n things, taken t at a time ， 
often called simply a t-combination of n things，is a way to select a subset of size i 
from a given aet of size n. We know from Eq. 1.2,6-( 2 ) that there are exactly (?) 
ways to do this; and we learned in Section 3.4.2 how to choose f-combinations 

at random. 

Selecting f of n objects is equivalent to choosing the n — t elements not 
selected. We will emphasize this symmetry by letting 

n = s + t (i) 


throughout our discussion，and we will often refer to a f^combieation of n things 
as an a (s, ^-combination^ Thus, an t)-combination is a way to subdivide 

s + t objects into two collections of sizes s and t. 


if / ask how many comtinatiom of 21 can be taken out of 25 r 
i do in effect ask how many combinations of 4 may be taken. 

For there are Just as many ways of taking 21 as there are of feaving 4 + 

— AUGUSTUS DE MORGAN, An Essay on Probabilities (183S) 


There are two main ways to represent (s, f)-combinations: We can list the 
elements c t ., ■ C 2 C 1 that have been selected，or we can work with binary strings 


a 


n 


■ aiap for which 


a n _i + + dj + ao = t. 


㈤ 


The latter representation has s Os and t Is, corresponding to elements that are 

tinselected or selected. The list representation c 卜 … c 2 ci tends to work out best 
if we let the elements be members of the set {0^ 1” " ， n — 1} and if we list them 

in decreasing order: 

n > > … > €2 > Ci > 0 , (3) 


Binary notation connects these two representations nicely, because the item 


q . C2C1 corresponds to the sum 

n— 1 

2 C * + … + 2 C2 + 2 Cl = E^ 2fc = … aido)2. 


(4) 
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Of course we could also list the positions b 3 ^ * & 261 of the Os in … ai 戊 o, 

where 

71 > 6 a > … > &2 > 61 > 0 . ( 5 ) 

Combinations are important not only because subsets are onmipresent in 
mathematics but also because they axe equivalent to many other configurations. 
For example, every 

things taken t at a time with repetitions permitted, also called a multicombination, 
namely a sequence of integers • 办 di with 

沒 22 … 22 5; 0, (6) 


(s 7 1 )-combination corresponds to a combination of s + 1 


One reason is that " ■ ^ 2^1 solves ( 6 ) if and only if c t " ■ c^ci solves ( 3 ), where 

Ct = dt + t — 1 ， …， 0 2 = 办十 1 ， ci — di ( 7 ) 

(see exercise 

with repetition to ordinary combinations, suggested by Solomon Golomb [AMM 

75 (1968), 530-531], namely to define 


L2j 6-60). And there is another useful way to relate combinations 


f if 勺 < a ; 

~ 一 [ e Cj - 9 , if Cj > 3 . 

In this form the numbers e* … ei don’t necessarily appear in descending or¬ 
der, but the multiset {ei,e 2 ” * ” 9 } is equal to {ci^ca,. _ f c t } if and only if 

{ 61 , 62 ?_, e*} is a set- (See Table 1 and exercise 1-) 


An (s, t)—combination is also equivalent to a composition of n + 1 
parts, namely an ordered sum 




n 



Pt 



r 4 « 


+ Pl 十 Po, 


wherein ， … ， pi ， p 0 & 1 


(9) 


The connection with ( 3 ) is now 


Pt 


n 


c t 


Pt-i 




Ct 一 Q-Ii …， Pi 




C2 




Cl 


Po 


Cl + 1 


( 10 ) 


Equivalently, if qj 



1 , we have 


5 


9t + 


矗 》 •» 


+ gi + 9o* 


where q t ^^,gi,qo > 0 


(n) 


a composition of s into t + 1 nonnegative parts t related to ( 6 ) by setting 


9t 


s 


dt, 


Qt 





Uf_ 


1 ， 


Qi 





rfii 


9o 


dp 


(12) 


Furthermore it is easy to see that an ( 5 ? t)-combination is equivalent to a 
path of length 5 + f from corner to corner of an s x t grid, because such a 
path contains s vertical steps and t horizontal steps. Thus，combinations can 
be studied in at least eight different guises. Table 1 illustrates all (^) = 20 

possibilities in the case s = t ^ 3* 


These cousins of combinations might seem rather bewildering at first glance, 
but most of them can be understood directly from the binary representation 


a n — 1 


aiao- Consider, for example, the “random” bit string 


这 23 






0110-01001000011111 loiioi, 


(13) 
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Table 1 

THE (3, 卟 COMBINATIONS AND THEXE EQUIVALENTS 


as 04^3^2^100 

b^b^bi 

C$C2Ci 

dad^di 

eaejei 

P^P2plpO 

仍 5291 和 

path 

000111 

543 

210 

000 

210 

4111 

3000 

瞄 

001011 

542 

310 

100 

310 

3211 

2100 

囲 

t£p 

001101 

541 

320 

no 

320 

3121 

2010 

[IT] 

001110 

540 

321 

in 

321 

3112 

2001 

回 

010011 

532 

410 

200 

010 

2311 

1200 

囲 

010101 

531 

420 

210 

020 

2221 

1110 

tm 

010110 

530 

421 

211 

121 

2212 

1101 

m 

011001 

521 

430 

220 

030 

2131 

1020 

m 

011010 

520 

431 

221 

131 

2122 

ion 

rra 

曲 

011100 

510 

432 

222 

232 

2113 

1002 

rrn 

m 

100011 

432 

S10 

300 

110 

1411 

0300 

瞄 

100101 

431 

520 

310 

220 

1321 

0210 

囲 

100110 

430 

521 

311 

221 

1312 

0201 

囲 

nn 

101001 

421 

530 

320 

330 

1231 

0120 

m 

Wa 

101010 

420 

531 

321 

331 

1222 

0111 

rm 

iTH 

101100 

410 

532 

322 

332 

1213 

0102 

m 

110001 

321 

540 

330 

000 

1141 

0030 

匪 

110010 

320 

541 

331 

111 

1132 

0021 

m 

LE ■ 1 

110100 

310 

542 

332 

222 

■a 

1123 

0012 

cm 

曲 

maoo 

210 

543 

333 

333 

1114 

0003 

era 

m 

which has s — 

11 zeros and t = 

13 ones. 

hence n : 

= 24 The dual combination 


b s … bi lists the positions of the zeros, namely 


23 20 19 17 16 14 13 12 11 4 L 


because the leftmost position is n — 1 and the rightmost is 0, The primal 
combination c*. *, ci lists the positions of the ones, namely 

22 21 18 15 10 9 8 7 6 5 3 2 0. 


The corresponding mult icombinat ion d t .. lists the number of Os to the right 
of each 1: 

10 10 8 6 2 2 2 2 2 2 1 1 0 , 

The composition p £ …如 lists the distances between consecutive ls > if we imagine 

additional Is at the left and the right ： 

2 1 3 3 5 1 1 1 1 1 2 1 2 1. 

■ 

And the nonnegative composition q t … qa counts how many 0s appear between 
“fenceposts” represented by Is: 

1022400000101 0; 

thus we have 

anj … cna 0 = 1 …10 仍 10' (14) 

The paths in Table 1 also have a simple interpretation (see exercise 2)* 
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Lexicographic generation* 


Table 1 shows combinations . aiao and 


c t , " Ci in lexicographic order, which is also the lexicographic order of d t .. ■ di- 
Notice that the dual combinations b 8 … and the corresponding compositions 

P 卜 ■ ■ Po, qt …如 then appear in reverse lexicographic order. 

Lexicographic order usually suggests the most convenient way to generate 
combinatorial configurations. Indeed, Algorithm 7.2.1.2L already solves the 
problem for combinations in the form a n -\,, ^iao, since (s, f)-comb in at ions 
in bitstring form axe the same as permutations of the multiset 1 }, That 

general-purpose algorithm can be streamlined in obvious ways when it is applied 

to this special case, (See also exercise 7.1-00, which presents a remarkable 
sequence of seven bitwise operations that will convert any given binary number 


(a n 


i 


a i do )2 to the lexicographically next t-combination, assuming that n 


does not exceed the computer’s word length.) 


q -- 


Let’s focus, however, on generating combinations in the other principal form 
* C 2 C 1 ， which is more directly relevant to the ways in which combinations are 
often needed, and which is more compact than the bit strings when t is small 
compared to n, lo the first place we should keep in mind that a simple sequence 
of nested loops will do the job nicely when t is very small. For example t when 

the following instructions suffice: 



Fbr c 3 = 2 , 3 , ■.., n — 1 (in this order) do the following: 


For C 2 = 1 ， 2, 


# • ■ 


1 


■■ 4 

C 3 — 1 (in this order) do the following: 


For Ci 


0 ， 1， ■ • ■ , C 2 


1 (in this order) do the following: 


(15) 


Visit the combination C 3 C 2 C 1 ， 

(See the analogous situation in 7*2 丄 1 -( 3 )*) 

On the other hand when t is variable or not so small s we can generate 

combinations lexicographically by following the general recipe discussed after 
Algorithm 7.2.1.2L，namely to find the rightmost element Cj that can be increased 
and then to set the subsequent elements to their smallest possible 

values: 

Algorithm h (Lexicographic combinations). This algorithm generates all t- 


combinatioiis c t * ^ C 2 C 1 of the n numbers { 0 , 1 ， 
Additional variables c i+ i and ct +2 are used as sc 

Ll. [Initialize」Set Cj j - 1 for 1 < j < t; alsc 

L2, [Visit,] Visit the combination (: 卜，， C 2 C\, 


n 



given n > t > 0 , 



and — 0 


L3i [Find j.} Set j 1. Then, while Cj + 1 — Cj + i, set Cj 4 — j — 1 and j 4— j + 1; 

eventually the condition Cj + 1 / will occur 

L4. [Done?] Terminate the algorithm if j > 

L 5 . [Increase Cj] Set Cj ^ Cj + 1 and return to L2 

The running time of this algorithm is not difficult to analyze. Step L3 sets 


C 3 



just after visiting a combination for which 


^1 



and the 


number of such combinations is the number of solutions to the inequalities 

n > c t > … > c^ + i > j; 


(16) 
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but this formula is equivalent to a 



jj-combiaation of the n — j objects 


{n- 1 ? .,,, j} ? so the assignment Cj j — 1 occurs exactly (: 二 j) times. Summing 


for l < j < t tells us that the loop in step L3 is performed 


n — 1 


n — 2 




1 广 W - 2 




m ■ 


+ 


n—t 

0 


n— 1 


+ 


n_2 




1 s- 


+ 


s 


$ 



n 


5+1 


(!7) 


times altogether, or an average of 


n 


s 




)/0 


n! 


n! 


t 


s + l)!(t-l)!/ sltl 


s 



(18) 


times per visit. This ratio is less than 1 when i < s ? so Algorithm L is quite 
efficient in such cases* 

But the quantity t/(s + 1 } can be embarrassingly large when t is near n 

and s is small ， Indeed 5 Algorithm L occasionally sets Cj 4- j — 1 needlessly, at 

times when Cj already equals j 



Further scmtiny reveals that we need not 
always search for the index j that is needed in steps L4 and L5, since the correct 
value of j can often be predicted from the actions just taken. For example, 
after we have increased C 4 and reset C 3 C 2 C 1 to their starting values 210 , the next 
combination will inevitably increase C 3 . These observations lead to a timed-up 
version of the algorithm: 

Algorithm T (Lexicographic combinations). This algorithm is like Algorithm L T 
but faster. It also assumes, for convenience，that t < n* 


Tl* [Initialize.] Set Cj j — 1 for 1 < j < then set 

f t 


4—0，and 



T2. [Visit*] (At this point j is the smallest: index such that c J+ i > j.) Visit the 

combination c 卜 " C 2 C\^ Then，if j > 0 , set x 4— j and go to step T 6 , 

T 3 . [Easy case?] If ci + 1 < C 2 , set Cj 4™ cj + 1 and ret urn to T2, Otherwise set 



2 




j — j + 1 and 


T4 t [Find j,] Set Cj^x j — 2 and :卜 Cj + 1- If x 

repeat this step until x ^ 

T5* [Done?] Terminate the algorithm if j > t. 

T 6 , [Increase Cj] Set Cj ^r- j f- j 一 1 ， and return to T2.( 

Now j — 0 in step T2 if and only if Ci > 0, so the assignments in step T4 are 
never redundant* Exercise 6 carries out a complete analysis of Algorithm T, 

Notice that the parameter n appears only in the initialization steps LI 
and Tl, not in the principal parts of Algorithms L and T- Thus we can think 
of the process as generating the first (:) combinations of an infinite list，which 
depends only on t This simplification arises because the list of fcombinations 
for n + 1 things begins with the list for n things，under our conventions; we have 
been using lexicographic order on the decreasing sequences Ct. * * C\ for this very 
reason, Instead of working with the increasing sequences Ci " ■ 

Derrick Lehmer noticed another pleasant property of Algorithms L and T 

[Applied Com bin a t oriaJ MatJiematicE, edited by E, F* Beckenbadi (1964)^ 27—30]: 
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Theorem L* The combination q … czc% is visited after exactly 



other combiuBtions Imve been visited. 


( 19 ) 


Proof. There are (?) combinations cj ■ hC^c^ with for i > j > k 

<4 < c kJ namely ct.,, followed by the fc-combinations of { 0 , *. -, Cjt - 1 }, 


d 


When t = 3, for example, the numbers 

®®+(;)，©+®+(?) ， © + ©+(;) ，…， © + Q + (?) 

that correspond to the combinations C 3 C 2 C 1 in Table 1 simply run through the 

sequence 0 ， 1 , 2 ， " ” 19. Theorem L gives us a nice way to understand the 
combinatorial number system of degree t, which represents every nonnegative 
integer N uniquely in the form 

O … + O + O’ > **■ > "2 > > 0. (20) 

[See Ernesto Pascal, Giornale di Matematiche 25 (1887) ， 45-49.] 


Binomial tr 



^ ^ n B 

The family of trees T n defined by 




arises in several important contexts and sheds further light on combination 
generation* For example, is 




Tb 3 rendered more artistically, appears as the frontispiece to Volume 1 of 


this series of books. 


Notice that T n is like T n=lf except for an additional copy of T n ^i ； therefore 
T n has 2 n nodes altogether. F\irthermore T the number of nodes on level t is the 
binomial coefficient (:); this fact accounts for the name “binomial tree Indeed ， 
the sequence of labels encountered on the path from the root to each node on 
level t defines a combination q … c、，and all combinations occur in lexicographic 
order from left to right. Thus, Algorithms L and T can be regarded as procedures 
to traverse the nodes on level t of the binomial tree T n . 
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The infinite binomial tree is obtained by letting n -> oo in (21), The root 

of this tree has infinitely many branches, but every node except for the over all 

root at level 0 is the root of a finite binomial subtree. All possible (-combinations 

appear in lexicographic order on level t of 

Let’s get more familiar with binomial trees by considering all possible ways 

to pack a rucksack. More precisely, suppose we have n items that take up 


respectively 


A A- » 


wq units of capacity, where 


w 


fl 



詡 * • 


> > Wo 


(23) 


we want to generate all binary vectors a 



1 


aiao such that 


a* w = a n ^itv n ^i + - * ■ + aiWi + dQWo < 



» 


(24) 


where N is the total capacity of a rucksack. Equivalently, we want to find all 
subsets C of { 0 , 1 ” ..，n — 1 } such that w(C) = t^ c < iV ； such subsets will 

be called feasible. We will write a feasible subset as ci " . where e! > ". > 
c t > 0 , oumbering the subscripts differently from the convention of ( 3 ) above 

because t is variable io this problem. 

Every feasible subset corresponds to a node of 7^， and our goal is to visit 
each feasible node. Clearly the parent of every feasible node is feasible，and so is 
the left sibling, if any; therefore a simple tree exploration procedure works well: 

Algorithm F (Filling a rucksack). This algorithm generates all feasible ways 


to fill a rucksack, given w 



切 1 ， ujq, and N. We let Sj — Wj- Wj-\ 


for 1 < j < n. 

Fl. (Initialize*] Set t 4- n, and t i- N- 

F2. [Visit.] Visit the combination cj,,, q, which uses N - r units of capacity* 
F3* [Try to add wq] If c* > 0 and r 2 忉 0 , set f f t + 1， c f 0, r b r — 叫， 


and return to F2* 

F 4 , [Try to increase C|-]j Terminate if t = 0. Otherwise，if 


> Q 




and 


r > S Ct + 1 ^ set c t ^ c t + Ur 



and return to F 2 , 


F5, [Remove c t ] Set n r + w Ctf i 4- i - 1 , and return to F4 
Notice that the algorithm implicitly visits nodes of T n in preorder, skipping over 

unfeasible subtrees. An element c > 0 is placed in the rucksack，if it fits，just 

after the procedure has explored all possibilities using element e — 1 in its place. 
The running time is proportional to the number of feasible combinations visited 

(see exercise 20 }* 

Incidentally, the classical “knapsack problem” of operations research is dif¬ 
ferent: It asks for a feasible subset C such that v(C) = J^ cec v(c) is maximum, 
where each item c has been assigned a value v(c). Algorithm F is not a particu¬ 
larly good way to solve that problem, because it often considers cases that could 


be ruled out. For example, if C and C’ are subsets of{l ， … 1 } with 


w 


(C) 


w(C f ) < N — wo and tj(C) > v(C r )’ Atgorithm F will examine both CU { 0 } and 

but the latter subset will never improve the maximum. We will consider 
methods for the classical knapsack problem later; Algorithm F is intended only 
for situations when all of the feasible possibilities are potentially relevant• 
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Phe first components C 3 occur in increasing order; but for each fixed value of 七 3 , 

the values of C 2 occur in decreasing order. And for fixed C 3 C 2 , the values of C| 
站 e again increasing. The same is true in general: All combinations . c 2 Ci 



Gray codes for combinations. Instead of merely generating all combinations, 
we often prefer to visit them in such a way that each one is obtained by making 
only a small change to its predecessor, 

For example，we can ask for what Nyenhuis and 
Wilf have called a devolving door algorithm” ： Imagine 
two rooms that contaia respectively 3 and t people, with 
a revolving door between them. Whenever a person 
goes into the opposite room, somebody else comes out. Can we devise a sequence 
of moves so that each (a t t)-combiEation occurs exactly once? 

The answer is yes, and in fact a huge number of such patterns exist. For 

example, it turns out that if we examine all n-bit strings a n ^i ,. ■a 1 a 0 in the 
well-known order of Gray binary code (Section 7*2.1, 1 ), but select only those 
that have exactly s Os and t Is, the resulting strings form a revolving-door code. 

Here’s the proof: Gray binary code is defined by the recurrence T n = or n _i, 

ir^_| of 7 * 2 . 1 』一 ( 5 )，so its ( 5 ， f) subeequence satisfies the recurrence 


r. 


or(j 一 ” ( ， !rf(^i) 


(25) 


when si > 0. We also have F s q ^ 0 s and F 0 ^ 




*. Therefore it is dear by 
induction that T s t begins with 0 s V and ends with when st > 0 . The 

transition at the comma in ( 25 ) is from the last element of 0r^i) t to the 
last element of XV 9 ^i), namely from 010 卜 l l 卜 1 = 010 卜 1 11 卜 2 to HOU*™ 

110 卜恤卜 2 when t > 2, and this satisfies the revolving-door constraint. The 



case 


1 also checks out * For example y F 3 3 is gi ven by the columns of 


000111 

011010 

110001 

101010 

001101 

011100 

110010 

101100 

001110 

010101 

110100 

100101 

001011 

010110 

H1000 

100110 

011001 

010011 

101001 

100011 


(26) 


and r 2 s can be found in the first two columns of this array* One more turn 

of the door takes the last element into the first* [These properties of T st were 

discovered by D. T, Tang and C. R Liu, IEEE TYetns. C-22 (1973) ， 176-180; 

a loopless implementation was presented by J. R, Bitner, G. Ehrlich, and E* M 

Reingold, CACM 19 {1976), 517-52L] 

When we convert the bit strings a b a^a 3 a 2 aia Q in ( 26 ) to the corresponding 
index-list forms C 3 C 2 C 1 ，a striking pattern becomes evident: 



12 0 10 
3 3 2 2 1 
5 ro 5 5 5 


Q 1 2 3 o 
4 4 4 4 3 
& 5 5 s 5 


1A iA Au 

3 3 2 2 1 

4 4 4 4 4 


1020211030 
2 3 3 3 4 
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other combinations have been visited, We may call this the representation of N 

in the ^alternating combinatorial number system” of degree t; one consequence, 
for example，is that every positive integer has a unique representation of the 
formiV=(«)-® + Q witha> 6 >c > 0 , Algorithm R tells us how to add 1 

to N in this system. 

Although the strings of ( 26 ) and ( 27 ) are not in lexicographic order，they 

are examples of a more general concept called gerdex order, a name coined by 

Timothy Walsh. A sequence of strings ■，” or/y is said to be in genlex order 
when all strings with a common prefix occur consecutively. For example, all 
3-combi nations that begin with 53 appear together io ( 27 ). 

Genlex order means that the strings can be arranged in a trie structure, as 
in Fig. 31 of Section 6*3, but with the children of each node ordered arbitrarily. 

When a trie is traversed in any order such that each node is visited juat before or 

just after its descendants, all nodes with a common prefix ― that is t all nodes of 


appear in lexicographic order of 


(q, 




Ct 一 1 ， C t _2 





Cl) 


(28) 


in the revolving-door Gray code rThis property follows by induction^ because 
( 25 ) becomes 


= (^+i—(29) 

for si > 0 when we use index^list notation instead of bit string notation. Conse¬ 
quently the sequence can be generated eflBciently by the following algorithm due 
to W. H. Payne [see ACM IVans* Math. Software 5 (1979) ， 163-172]: 

Algorithm R (Remhmig-door combinations). This algorithm generates all t- 
combinatioiis c t ., * C 2 C 1 of { 0 , 1 ，…， n = 1 } in lexicographic order of the alter¬ 
nating sequence ( 28 ), assuming that n > t > 1 . Step R3 has two variants, 
depending on whether t is even or odd. 

Rl. [Initialize.] Set Cj 4- j — 1 for t > j > 1 ? and n. 

R2. [Visit.] Visit the combination c t *.. cgci. 

R3, [Easy case?] If t is odd: If q + 1 < C 2 , increase Ci by 1 and return to R 2 , 


otherwise set j 4- 2 and go to R4* If i is even: If c\ > 0^ decrease c\ by i 


and return to R 2 , otherwise set j 2 and go to R 5 * 

R4* [Try to decrease Cj *] (At this point Cj = Cj_i + L) If cj > set: Cj 4™ Cj_i T 

Cj_i 卜 j — 2, and return to R2. Otherwise increase j by 1. 

R5- [Tty to increase (At this point Cj^t — j — 2.) If Cj + l < set 

Cj^i Cj'，Cj 4= Cj + 1 ， and return to R2, Otherwise increase j by 1, and 
go to R4 if j < t 

Exercises 21-25 explore further properties of this interesting sequence. One of 
them is a nice companion to Theorem L: The combination ctct-i … caci is visited 

by Algorithm R after exactly 


30 

/IV- 

d 

o 

- [ 

\ -/ 




1 

/-V 

t 

1 

I 

/fv 

I 



1* 

+ 2 
C2 

/ _V 
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» 

* 

+ 
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1M 

+ 
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ct 
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a subtrie — appear consecutively* This principle makes genlex order convenient, 
because it corresponds to recursive generation schemes. Many of the algorithms 
we have seen for generating n-tuples have therefore produced their results in some 
version of genlex order; similarly，the method of “plain changes” (Algorithm 

7.2.L2P) visits permutations in a genlex order of the corresponding inversion 

tables. 

The revolving-door method of Algorithm R is a genlex routine that changes 
only one element of the combination at each step. But it isn't totally satisfaetory, 
because it frequently must change two of the indices Cj simultaneously, in order 
to preserve the condition ct > … > c】> c! • For example, Algorithm R changes 

210 into 320, and ( 27 ) includes nine such “crossing” moves. 

The source of this defect can be traced to our proof that ( 25 ) satisfies the 


revolving-door property: We observed that the string 010 s 


11 


2 is followed 


by 110 卜 1 01’ 一 2 when t > 2^ Hence tiie recursive construction T st involves 
transitions of the form 110°0 o 010 a l，when a substring like 11000 is changed 
to 01001 or vice versa; the two Is cross each other, 

A Gray path for combinations is said to be homogeneous if it changes only 
one of the indices Cj at each step. A homogeneous scheme is characterized 

in bitstring form by having only transitions of the forms 10 * 0 a l within 
strings, for a > 1 , when we pass from one string 
to the next, With a homogeneous scheme we can ? 
for example，play all t-note chords on an n-note 
keyboard by moving only one finger at a time. 



A slight modification of ( 25 ) yields a genlex 

scheme for (s, ^-combinations that is pleasantly 

homogeneous* The basic idea is to construct a 

sequence that begins with 0 'U £ and ends with 1 * 0 ' and the following recursion 
suggests itself almost immediately: Let K 9 q = 0% K 0t — — 0, and 

— 卜 ”， llifj ( 卜 2> for st > 0. (31) 

At the commas of this sequence we have 01 * 0 S — 1 followed by 101 卜 M\ and 

xon ^ 1 


followed by 110 ff l 


both of these transitions are homogeneous，al 


though the second one requires the 1 to jump across s Os. The combinations if 33 
for s = i — Z are 


000111 

010101 

101100 

100011 

001011 

010011 

101001 

110001 

001101 

011001 

101010 

110010 

001110 

011010 

100110 

110100 

010110 

0U100 

100101 

111000 


in bitstring form, and the corresponding “finger patterns” are 


210 

420 

532 

510 

310 

410 

530 

540 

320 

430 

531 

541 

321 

431 

521 

542 

421 

432 

520 

543 



(33) 
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When a homogeneous scheme for ordinary combinations q … is converted 
to the corresponding scheme (6) for combinations with repetitions d t ,dj，it 
retains the property that only one of the indict dj changes at each step. And 
when it is converted to the corresponding schemes (g) or ( 11 ) for compositions 
pt " *po or q t … qo 、 only two (adjacent) parts change when Cj changes. 

Near-perfect schemes. But we can do even better! All (s, ^-combinations 
can be generated by a sequence of strongly homogeneous transitions that are 

either 01 分 10 or 001 ㈠ 100* In other words, we can insist that each step causes 
a single index Cj to change by at most 2. Lftt's call such generation schemes 


near-perfect 

Imposing such strong conditions actually makes it fairly easy to discover 

near-perfect schemes, because comparatively few choices are available. Indeed, 

if we restrict ourselves to genlex methods that are near-perfect on n-bit strings, 

T, A. Jenkyos and D, McCarthy observed that all such methods can be easily 
characterized [Arn Combinatorm 40 (1995) ， 153-159]: 

Theorem N* If st > 0, there are exactly 2s near-perfect ways to list ail (s, t)- 
combinsLtiom in a genlex order. In fact, when 1 < a < s y there is exactly one 

such listing t N s tat that begins with 1*0^ and ends with 0 a l ( 0 3 — a ; the other s 
possibilities are the reverse lists ， 


Proof. The result certainly holds when s = t = 1; otherwise we use induction on 

s+t. The listing N sta? if it exists，must have the form OYj 卜 ip for same 

near-perfect genlex listings and If t = 1 5 X^ t=l j is the single 

string 0 fl ; hence must be if a > 1. and it must be 

if a = 1, On the other hand if i > 1, the near-perfect condition implies that the 


last string of cannot begin with 1; hence X s ( 卜 ” =for some 6. 

If a > 1, must be hence b must be 1 ; similarly^ h must be 1 


if s 


1 , Otherwise we have a 




some c. The transition from 10^1* 


I < s, and this forces F( 




I}* 







-6 


to 0 e+1 l 吩 


— l — c 


(s-l)tc 


for 


is near-perfect only if 


c = 1 and b 





The proof of Theorem N yields the following recursive formulas when si > 0: 

1)1，if 1 < a K 

1〜卜1)2 ， ONg if 1 ^ a < 5； (34) 

01 ( , if 1 = a ~ 5. 

Also, of course, N 3 o a — 0 s . 

Let us set A 9i - N 9tl and B 9t = iV^ 2 * These near-perfect listings, discovered 
by Phillip J, Chase in 1976, have the net effect of shifting a leftmost block of Is 
to the right by one or two positions ， respectively，and they satisfy the following 

mutual recursions: 

A 3t = ~ 1乂*(*一 1)，(35) 

“To take one step forward, take two steps forward，then one step backward; to 
take two steps forward, take one step forward, then another/ 1 These equations 
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Table 2 

CHASE’S SEQUENCES FOR (3,3)-COMBlNATIONS 


A 33 




as 


B 


33 


c 


33 


54 



hold for all integer values of s and t, if we define A s t and B s t to be 0 when s or 


t is negative t except that Aqq 




Bqq 




e (the empty string). Thus A at actually 


takes 


ndn(Al) forward steps, and B si actually takes mm( 5 , 2 ). For example, 


Table 2 sho 



the relevant listings for s 






3, using 


fifil 


equivalent index-list 


form C 3 C 2 C 1 instead of the bit strings 


Chase noticed that a computer implementation of these sequences becomes 


simpler if we define 


C §t 




B 


Bt 


if s +1 is odd; 
if s +t is even 


C 


3 t 


* 


4 


if s +1 is even; 
if s + t is odd . 


( 36 ) 


[See Congressus Numerantium 69 (1989) ， 215-242.] Then we have 




c 




1C ， ( 卜 ”， oc (卜 

1C, (卜小 0(7{ 5 _1^, 


if s + t is odd; 


ifs + 


is even: 


(37) 








oo 




if s 十 t is even; 
if 3 + t is odd. 


( 38 ) 


When bit aj is ready to change ? we can tell where we are in the recursion by 
testing whether j is even or odd, 

indeed, the sequence C 9t can be generated by a surprisingly simple algo 
rithm, based on general ideas that apply to any genlex scheme. Let us say that 
bit aj is active in a genlex algorithm if it is supposed to change before anything to 


its left is altered. (In other words, the node for 




active bit in the corresponding 


trie is not the rightmost child of its parent,) Suppose we have an auxiliary table 


w 



WiWq } where Wj 




1 if and only if either is active or j < r , where r is 


the least subscript such that a r ^ ao ； we also let w 

method will find the SllCCCSSOr of , CLiOLqI 


Then the following 


Set j 



m 


If 


Wj 


0 ^ set w 



^ ^ j + 1 , and repeat until 


切 j 




L Terminate if j 




n; otherwise set wj ^ 0 , Change aj 


to 1 


^ i y 


sin 


d make any other changes to . .a 0 and r that 


(39) 


apply to the particular genlex scheme being used 


4 


The beauty of this approach comes from the fact that the loop is guaranteed to 


be efficient ： Wee 




prove that the operation j i- j + 1 will be performed less 


them once per generation step, od the average ( 


exercise 36), 
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By analyzing the transitions that occur when bite change in ( 37 ) and ( 38 )， 
we can readily flesh out the remaining details: 


Algorithm C ( Chase 3 s sequence). This algorithm visits all {s y ^-combinations 
a n -i ,.. axflo, where n s+t^ in the near-perfect order of Chase’s sequence 

Cl, [Initialize.] Set aj 0 for 0 < j < s, aj 1 for 5 < j < n, and Wj 1 

for 0 < j < n. If s > 0 ， set r 4^ s; otherwise S6t r i — t. 

C2* [Visit.] Visit the combination a n _i " ■ aiao, 

C3, [Find j and branch.] Set j 4 - r. If Wj — 0, set Wj 4- 1, j j + and 

repeat until Wj = L Terminate if j = n; otherwise set Wj 4 — 0 and make a 


four-way branch: Go to C4 if j is odd and aj / 0 , to C5 if j is even and 
aj ^ 0 , to C 6 if j is even and otj = 0 , to C7 if j is odd and ay = 0 - 

C4* [Move right one*] Set ^ a j 0 . 1( r = j > 1 , set r ^ j - 1 ; 


otherwise if r 




J 


1 set r 



,Return to C 2 . 


C5, [Move right two.] If a 卜 2 # 0 , go to C4 Otherwise set a 


2 


dj 4 *- 



If r j, set r 

to C 2 . 


max(j 


2 , 1 ); otherwise if r 


3 


2, set r j — L Return 


C 6 . [Move left one.] Set ^ 


11 ^ j — i 


0 . If r 


-fa*- 


j > 1 , set r 


1 

J 


1 ; otherwise 


if r 



1 set r 4* j. Return to C 2 * 


C7* [Move left two,] If 〆 0 , go to C 6 * Otherwise set aj 


dj^2 0* If 


r = j - 2, set r 4 - i; otherwise if r = j — 1, set r j - 2* Return to C2. 


* Analysis of Chase’s sequence* The magical properties of Algorithm C cry 
out for further exploration, and a closer look turns out to be quite instructive. 
Given a bit string a n ， 卜 " let us define = 1 ? = n mod 2, and 


Uj = (1 ~ tij + i)aj + i, Vj = (Uj + j) mod 2 f — (vj 4 - aj) mod 2 , ( 40 ) 


for n > j > 0, For example, we might have n = 26 and 




UiUq 


a 25 ■ ..aia 0 - llOOlOOIOOOOllllllOHOlOia, 

10100100100001010100100101 , 

oooomoooioimmoooim ， 

llOOOlllOOlOOOOOOOmOOlOL 


V25 " • 奴 1^0 


(41 


UW25 … WiWo 


With these definitions we can prove by induction that ipj = 0 if and only if bit 

aj is being “controlled” by C rather than by C io the recursions ( 37 )—( 38 ) that 

generate a n „i,,, except when aj is part of the final run of 0 s or Is at the 

right end. Therefore Wj agrees with the value computed by Algorithm C at the 

moment when a n -i … .a!ao is visited, for r < j < n. These formulas can be used 

to determine exactly where a given combination appears in Chase’s sequence (see 
exercise 39). 

If we want to work with the index-list form ct … qci instead of the bit 
strings a n -\,. .aiOo, it is convenient to change the notation slightly, writing 
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Ct(n) for C s t and Ct{n) for C 3 t when s + t — n. Then Cq(u) — Cq(u) 

the recursions for i>0 take the form 


€ 


and 


+1 


(n + 1 ) 


C t ^i(n+ 1 ) 


nC f (n), C^ + i(n), 

if n is even; 


nC t (n), C t+ i(n), 

if n is odd; 


C t+ 1 (n) ， nC t {n), 

if n is odd; 

(43) 

C t ^i{n) f nC t (n), 

if n is even. 


These new equations can be expanded to tell us, for example, that 


C t+ 1 (9) = sa( 8 ), 6 C t ( 6) 5 4C*(4) 




， 3C t (3) ， 5C f (5), 7C t (7); 


C t +i(S) 


7C t ⑺， 6 C t ( 6 ), 4 以 4) ， … ， 3d t ⑶， 5C*(5); 




Ct+i(9) 

Q + i(8) 


6C t (6) r 4C f {4), 
6 C t ( 6 ), 4C t (4) f 








, 3C t (3), 5C t (5), 7C t {7), 8 C f { 8 ); 


(44) 




琴 P . 


3Q(3) ， 5Q(5), 7Ct(7); 


notice that the same pattern predominates In all four sequences. The meaning of 

in the middle depends on the value of t: We simply omit all terms nCt(n) 
and nCt{n) where n < t. 

Except for edge effects at the very beginning or end, all of the expansions 
in ( 44 ) are based on the infinite progression 


10, 8, 6, 4, 2, 0, 1 ， 






(45) 


which is a natural way to arrange the nomiegative integers into a doubly infinite 
sequence 甲 If we omit all terms of ( 45 ) that are < given any integer t > 0 ? 
the remaining terms retain the property that adjacent elements differ by either 
1 or 2* Richard Stanley has suggested the name endo-order for this sequence, 
because we can remember it by thinking “even numbers decreasing, odd •" 
(Notice that if we retain only the terms less than N and complement with respect 
to N ， endD-order becomes organ-pipe order; see exercise 6J-18.) 

We could program the recursions of ( 42 ) and ( 43 ) directly, but it is interest¬ 
ing to unwind them using ( 44 )，thus obtaining an iterative algorithm analogous 
to Algorithm C. The result needs only O(t) memory locations, and it is especially 
efficient when i is relatively small compared to n. Exercise 45 contains the details- 


* Near-perfect multiset permutations. Chase's sequences lead in a natural 
way to an algorithm that will generate permutations of any desired multiset 


{^o * 0, sr 1 


S 4 p d} in a near-perfect manner, meaning that 


i) every transition is either a^iay o aja J+ | or 

ii) transitions of the second kind have aj = 


Algorithm C tells us how to do this when d 


and we can extend it to larger 


values of d by the following recursive construction [CACM 13 (1970) ， 368-369, 
376] : Suppose 
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is any near-perfect listing of the permutations of {si - 1 


Sd ^ d}. Then Algo¬ 


rithm C, with s = and i = si + " ■ + sj, tells us how fco generate a listing 





"， 0%0 ㈣ 


(46) 


in which all transitions axe Ox o xQ or OOx 科 xOO; the final entry has a = 1 or 2 
leading zeros，depending on s and t. Therefore all transitions of the sequence 


A 。， A?，A 


2 



N 


or A 


R 

N 


(47) 


are near-perfect; and this list clearly contains all the permutations. 

For example, the permutations of { 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 2 } generated In this way are 

211000, 210100,210001,210010,200110, 200101, 200011，201001，201010, 201100, 
021100, 021001,021010,020110,020101,020011, 000211， 002011,002101, 002110, 
001120, 001102, 001012,000112,010012,010102, 010120, 011020,011002,011200, 
101200, 101020, 101002,100012,100102, 100120, 110020,110002,110200,112000, 
121000, 120100,120001, 120010,100210, 100201, 100021， 102001,102010, 102100, 
012100,012001，012010,010210,010201,010021，000121，001021,001201， 001210. 


* Perfect schemes. Why should we settle for a near-perfect generator like C Mt} 
instead of insisting that all transitions have the simplest pcssible form 01 44 10 ? 

One reason is that perfect schemes don’t always exist* For example, we 
observed in 7.2 丄 2 -( 2 ) that there is no way to generate all six permutations of 
{ 1 ， 1 ， 2 , 2 } with adjacent interchanges; thus there is no perfect scheme for ( 2 , 2 )* 
combinations. In fact，our chances of achieving perfection are only about 1 in 4: 

Theorem P* The generathn of all a 3+ i_i * * * aiao by adja¬ 

cent interchRRges 01 ^4 10 is possible if and only ifs<lort<l or st is odd. 


Proof- Consider all permutations of the multiset {s + 1 }* We learned in 

exercise 5.1*2-16 that the number of such permutations having k inversions 
is the coefficient of z k in the 2 -EomiaI coefficient 



Every adjacent interchange changes the number of inversions by ± 1 ， so a perfect 
generation scheme is possible only if approximately half of all the permutations 
have an odd number of inversions. More precisely, the value of ( # ^)_ 


fUQ 


mi + m 2 


must be 0 or 士 1 , But exercise 49 shows that 


s + t 


(s + t)/ 2 J 

[f/2j 


)[st is even], 


(49) 


and this quantity exceeds 1 unless s < 1 or f < 1 or st is odd. 

Conversely, perfect schemes are easy with s < 1 oi t < 1, and they turn 
out to be possible also whenever st is odd The first nontrivial case occurs 
for s = t = 3 , when there are four essentially different solutions; the most 


symmetrical of these is 


210 


310 


410 — 510 


520 


521 


531 




532 


432 


431 




421 


321 


320 


420-430- 


530 


540 


541 


542 


543 ( 50 ) 
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(see exercise 51). Several authors have constructed Hamiltonian paths in the 


relevant graph for arbitrary odd numbers s and t; for ex 




pie, the method 


of Eades, Hickey, and Read [3ACM 31 (1984), 19-29] makes an interesting 

exercise in programming with recursive coroutines- Unfortunately^ however, none 
of the known constructions are sufficiently simple to describe in a short space, 
or to implement with reasonable efficiency* Perfect combination generators have 
therefore not yet proved to be of practical importance. 

In summary, then, we have seen that the study of (s } i)-combmations leads 
to many Fascinating pattern^ some of which are of great practical importance 

1 ^ ! merely elegant and/or beautifuL Figure 26 illustrates the 


ST*i 


d some of which 


principal options that are available in the case s = t = 5’ when ( ! 5 °) = 252 combi¬ 
nations arise* Lexicographic order (Algorithm L), the revolving-door Gray code 
(Algorithm R), the homogeneous scheme Kss of ( 31 ), and Chase’s near-perfect 
scheme (Algorithm C) are shown in parts (a) ，（ b) ， (c), and (d) of the illustration. 

Part (e) shows the near-perfect scheme that is as close to perfection as possible 

while still being in genlex order of the c array (see exercise 34)，while part (f) is 
the perfect scheme of Eades, Hickey，and Read, Finally ， Figs. 26(g) and 26(h) 


are listings that proceed by rotating ajaj 




m m 


or by swapping 


aj o ao, akin to Algorithms 7.2.1-2C and 7 + 2*l,2E (see exercises 55 and 56) 


* Combinations of a multiset 


If multisets can have permutations^ they can 


have combinations too. For example t consider the multiset { 6 , 6 r 6 , b } g^g^g,r, r y r, 


Wj repreienting a sack that contains four blue bails 




d three that are green, 


three red, two white B There are 37 ways to choose five balls from this sack; in 
lexicographic order {but descending in each combination) they are 

gbhhh } ggbbh 、 gggbb, rbbbb, rgbbb } rgghh^ rgggb^ rrbbb, rrgbb 、 rrggb, 
rr 999y Trrbb^ rrrgh y rrrgg ， wbbbb 、 wgbhb, wggbb } wgggb ， wrbbb, wrgbh y 
wrggb^ wrggg, wrrbb, wrrgb 、 wrrgg 1 wrrrb^ wrrrg^ wwbbb } wwgbb^ wwggb. 


wwgggj wwrbb^ wwrgb 、 wwrgg 、 wwrrb, wwrrg ， wwrrr. 


This fact might 



m frivolous 




d/or esoteric, yet we will 



(51) 

in Theorem W 


below that the lexicographic generation of multiset combinations yields optimal 

solutions to significant combinatorial problems. 


James Beraonlli observed in his Ars Conjectandi (1713) ， 119-123, that 




can enumerate such combinations by looking at the coefficient of in the 

product (l + z + z 2 )(l+z + z 2 +z 3 ) 2 (l + z + z 2 + z 3 + z 4 ) t Indeed, his observation 

is easy to understand^ because we get all possible selections from the sack if we 
multiply out the polynomials 

(1 + w + ww){l + r + rr + rrr}(l 9 gg + 999 )(1 + i 4- + bbb 4 - bbbh). 

Multiset combinations axe also equivalent to bounded compositions, namely 
to compositions in which the individual parts are bounded. For example, the 37 
raulticombinations listed in ( 51 ) correspond to 37 solutions of 


5 




r 3 + r 2 + ri + 


0 < r 3 < 2 t 


0 <r 2} n < 3, 


0 < r 0 < 4, 


n 




ely 5^ 0+0+1+4 = 0+0+2+3 = 0 十 0+3+2 


O+l+Q+4 


2+3+0+0 


7.2.L3 


generating all combinations 



Fig. 26. Examples 
of (5 T 5)-combmatioiia 

a) lexicographic; 

b) revolving-door; 

c) homogeneous; 

d) near-perfect; 

e) nearer-perfect; 

f) perfect; 

g) suffix*rotated; 

h) right-swapped. 



w 


(b) 


(c) 


(d) 




(0 


(g) 
















3 = 

ir ■ 



: S '； 






■ ■■： r 
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Bounded compositions, in turn, axe special cases of contingency tables, which 


are of great importance in statistics. And aU of th 




combinatorial configura¬ 


tions c 




be generated with Gray-like codes 




well as in lexicographic order* 


Exercises 60-63 explore some of the basic ideas involved. 


* Shadows* Sets of combinations appear frequently in mathematics. For example, 
a set of 2 -combinations (namely a set of pairs) is ^sentially a graph，and a set of 
t-combinations for general i is called a uniform hypergraph. If the vertices of a 
convex polyhedron are perturbed slightly, so that no three are col linear ^ no four 


lie in a pi 




e 



d in general no t + 1 lie in a (t 


1 )-dimensional hyperplane ， 


the resulting (t - 1 )-dimensionaI faces are “simplexes” whose vertices have great 

significance in computer applications. Researchers have learned that such sets 
of combinations have important properties related to lexicographic generation. 


(t - 1 
35310 


If a is any t-combination c t 
I)-element subsets Ct-i “ ,€ 2 Cj 


• 4 


C 2 C %, its shadow da is the set of all its 






3 ment subsets q 一卜 .-€ 2 Cj, " ” ct … c^ci^ Cf - *, C 3 C 2 . For example ? 
{310, 510,530, 531}, We can also represent a ^combination as a bit 


string a n _! …^ 曲 ， in which c 




da is the set of all strings obtained by chang¬ 


ing a 1 to a 0: 5101011 


{ 001011 ,100011, 101001 ， 101010}. If A is any set of 


t-combinations, 


■ 


define Its shadow 


0A 




\J{do£ \ a e A} 


(52) 


to be the set of all (t 




l)*combinations in the shadows of its members. For 


example, 舶 5310 




{10,30,31,50,51,53}. 


These definitions apply also to combinations with repetitions, namely to 


multicombinations : 95330 = {330,530,533} and 535330 




{30, 33,50, 53}, In 


general, when A is a &et of t-elemeiit multisets, dA is a set of (t 


l)-element 


miiltisets. Notice, however, that dA never has repeated elements itself* 

The upper shadow Qa with respect to a universe U is defined similarly，but 
it goes from t-combinations to {t + 1 ) - combi nations : 


= {0QU \ a€ d0}, 


e A 




(j{e^ i a e A}, 


for a G ?7; 
for A C C/ 


{53} 

(54) 


If，for example, U 




{0,1 ， 2,3,4,5, 6 }，we have g5310 = {53210, 54310, 65310}; 


on the other hand, ifU = {oo O, oo*l r _, oo 6} 7 we have g5310 

53210,53310,54310,55310,65310}* 




{53100, 53110, 


The following fundameiital theorems，which have many applications in var- 
1 ches of mathematics and computer science, tell us how small a set’s 


ions br 


shadows can be 


Theorem K_ If A is a set ofN t-combinations contained in £/ = {0, 1， • n — 1 } ， 

then 

\dA\ > I dP Ni I and \gAl > \gQ^ nt l ( 55 ) 

wiere P^ t denotes the first N combinations generated by Algorithm L, namely 
the N 1 exicographically smallest combinations Ct... C 2 C 1 that satisfy (3 )， and 
QNnt denotes the N lexicogiaphicaily largest, | 
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Theorem M. If A is sl set of N t-m ulticombinations contained in the multiset 


U 




Oj oo . 1，… ，oo * s} f then 




OA\ > \dP Nt \ 


amf \eA\ > IqQnhI 


(56) 


where Pjsft denotes the N lexicographically smallest multicombinations df … d2^i 
that satisfy (6)，and QNst denotes the N lexicographically largest. 


Both of these theorems are consequences of a stronger result that we shall 
prove later. Theorem K is generally called the Kruskal-Katona theorem y because 
it was discovered by J. B. Kruskal [Matli. Optimization Techniques, edited by 
R, Bellman (1963), 251 - 278] and rediscovered by G. Katona [Theory of Graphs, 
Tihany 1966， edited by Erdos and Katona (Academic Press, 1968) ， 187-207]; 
M. P. Schiitzenberger had previously stated It in a less-well-known publication, 
with incomplete proof [RLE Quarterly Progress Report 55 (1959), 117-118], 
Theorem M goes back to F. S, Macaulay，many years earlier [Proa London 

Math. Soc. ( 2 ) 26 (1927), 531-555). 

Before proving {55) and (56)> let’s take a closer look at what those formulas 
mean. We know from Theorem L that the first N of all t-combinations visited 
by Algorithm L are those that precede n t .,, r^ni，where 


N 


n t 


+ 



n 2 

2 



ni 



n t > 


1- 


> n 2 > ni > 0 


is the degree-1 combinatorial representation of N, Sometimes this representation 
has fewer than t nonzero terms，because rij can be equal to j — 1; let’s suppress 
the zeros, and write 


N 


n t 




nt 




+ 


+ 


n 



v 


1 


n t > n t=1 > 


4 4 « 


> n v 


1 -( 57 ) 


Now the first ( n f ') combinations . Ci are the f combinations of {0” "，nf — 1}; 
the next axe those in which c t — n t and c t -i ...ci is a ((- 1)-combination 

1}; and so on. For example, if t = 5 and N - = (t) + (D + (t) » 


打 it — 1 


of {0 , …， 
first N combinations are 


Pm 


{43210,., .,87654} U {93210,. * ,,96543} U {97210” . ”97321}. {58) 


The shadow of this set Pm is ， fortunately, easy to understand: It is 


dP NS = {3210, ■ ■ ”8765} U {9210, … ， 9654} U {9710,9732 }， 


(59) 


namely the first Q + (3) + (^) combinations in lexicographic order when t = 4. 


In other words，if we define Kruskal-s function K t by the formula 


K t N 





心一 1 




+ 


(；：：) 


(6o) 


when N has the unique representation (57)，we have 


OPm 




(61) 
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Theorem K tells us, for example T that a graph with a million edges cao 


contain at most 


(T) 



= 470,700,300 


triangles, that is，at most 470^700,300 aets of vertices {u^ u, w} with u —— v ~ - 
w — u. The reason is that 1000000 = ( 14 2 14 ) + („ by exercise 17, and the edges 

F( 10 ooo»o )2 do support (H + ( 10 ^) triangles; but if there were more，the graph 

would nece^arily haw at lea^t 〜 470700301 = ( 14 2 14 ) + + (J) = 1000001 

edges in their shadow. 

Kmskal defined the companion function 



㈣ 


to deal with questions such as this，The k and A functions are related by an 
interesting law proved in exercise 72: 


M + N = 



implies 


k 9 A4 H(- A t A T 



5 + i 

t + l 



if st > 0, 


Turning to Theorem M ? the sizes of dP^ t and gQ^ 3 t turn out to be 

I^ATcl - and - iV + k 9 N 

(see exercise 81)，where the fimction satisfies 



㈣ 

( 6 4 > 


(05) 



when N has the combinatorial representation (57), 

Table 3 shows how these functions n t N' X t and pt t N behave for small 
values of t and iV". When t and N are large, they can be well approximated 
in terms of a remarkable function r(ar) introduced by Teiji Takagi in 1903; 

Fig. 27 and exercises 82-85. 

Theorems K and M are corollaries of a much more general theorem of discrete 
geometry, discovered by Da-Lun Wang and Ping Wang [SMM X Applied Math. 
33 (1977) t 55-59], which wo shall now proceed to investigate. Consider the 
discrete n-dimensional torus T(mi ,,,,, m n ) whose elements are integer vectors 


x 


(工1 


x n ) with 0 < rj < m.] 


0 ; < Xf, < We define the sum and 


difforeiice of two such vectors x and y as in Eqs. 4.3.2-(2) and 4_3,2-(3): 


+ y = ((zi + 奶） modmi”“ t (3：n 十 y rt ，） niodmrt)t (66) 

^■- y = ((xi - y\) mod mi, (x n - Vn) mod m n )- (67) 

We dso define the so-called cross order on such vectors by saying that x y i{ 

and only if 

i/x < or (Va: = vy and x > y lexicographically); (68) 

here s as usual, i/(x^ T " ” — Xi + - ，， + ； r n - For example, when mj — m 2 = 2 

and m3 = 3, the 12 vectors in increasing cross order are 

_ ， 100, 010, 001, iio, 肌 , 011 ， 002, 111, 102 s 012, 112, (69) 



10 15 21 28 36 45 55 66 78 91 105120136153171190 
2 4 4 5 7 10 10 11 13 16 20 20 21 23 26 30 
1 1 22355566799 10 12 15 

111 1 222334666677 

01111 12222333445 


k\N = 0 

K 2 N — 0 

= 0 
K 4 N — 0 

k^N — 0 

XiN^ 0 

X 2 N = 0 
X 2 N= 0 
X 4 N - 0 

X 5 N — 0 

iV = 0 

/ia /V — 0 
fisN — 0 

P 4 IV = 0 

— 0 


^N-N 



22 


14 


7 


0 



0 G) 0 (tHO 0 


2/3 

1/2 


(:) 


1/4 


0 



0 


1/4 


1/2 


3/4 


Fig* 27 P Approximating a Kruskal function with the Takagi function, (The 
smooth curve in the left-hand graph is the lower bound k^N- N of exercise 80.) 


omitting parentheses and commas for convenience. The complement of a vector 

in !T(mi”，., m n ) is 


x 


(m\ 


1 


xi， …, m 



x 




( 70 ) 


Notice that x holds if and only if x >zy. Therefore we have 


rank(x) + rank ㈤ 


T 





where T 


mi … m 




1 


if rsiuk(x) denotes the number of vectors that precede x in cross order. 

We will find it convenient to call the vectors “points” and to name the points 
6 (^ ei, ,", er-i in increasing cross order. Thus we have 67 = 002 in ( 69 )，and 


e r 




in general. Notice that 
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Table 3 

EXAMPLES OF THE KRUSKAL-MACAULAY FUNCTIONS K, X, AND fi 
N= 0 l 2 —3 厂 5 H i 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

■ ■ ■ ■ BM ■ ■■靈 Hr ■ ■邋 ■ ■ 1 HI ■ 1 ■ ■■靈 ■ H 


6 


0 4 

1- 


5 

IX 


6101315 
6101314 
61U1214 


16 9 


15 9 


13 
0 2 


5 9 w 


2 


5 8 


o 


1 5 00 91 o 


5 



9 9 


4 6 8 9 


4 6 



8 


4 6 



7 


4 5 6 6 


3 5 5 5 


3 4 4 5 


17 


15 2835 


715 2635 
715 2634 
715 2534 
714 2333 
6 1420 31 
6 14 2031 
613 2030 
6131928 
6 i2 19 25 
5101825 
5 1016 24 
5101622 
5 91519 
4 91315 
4 81015 
4 61014 
3 6 912 



3 5 7 9 


2 3 4 5 


6 11 o o 13 3 4 4 

■ 

3 10 0 0112333 

1 o o o o 12 2 2 2 

o~ ov _o Au rtu is 1A 1* i 


ei = 100 …00 ， £2 ^ 010 " • 00, 


e n — 000 , " 01 ; 


(? 2 ) 
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these are the so-called unit vectors. The set 


S N 


j €\ 5 ， CjV — 1 } 


(73) 


consisting of the smallest JV points is called a standard set, and in the special 
case N 


n 



1 we write 


E 


{e 0 ， e l5 ■. ”e n } = {000■ ■. 00, 1U0• "UO,010.,.00 


000 … 01 }. 


(74) 


Any set of points X has a spread a core X°, and a dual , defined 


by the rules 



x E St \ ^ € X or x — e\ G X or ". or :c — € X }; 


(75) 






{ x G 5 t [ G and x H- e T € X and … and x 

{xeS t \z^X}, 


- 4 - 


e n e X); ( 76 ) 

(77) 


We can also define the spread of X algebraically, writing 




X + E, 


(78) 


where X + Y denotes { x + 1 / | x € X and y SY Clearly 

if and only if X C Y°, 


X 


CY 


( 79 ) 

= 6 , by 

the more^or-le 紹 random toroidal arrangement X = {00, 12,13, 14, 15, 21 ， 22,25} 
for which we have, pictorially, 


These notions can be illustrated in the two-dimensional case mj 


4, m 2 


1 

• 

# 



m 

I 

■ 



罾 

■ 

■ 

i ; 



• 

1 


1 

1 




• 

-v - 







1 . 




O 










• 

i 

• 

• ■ 

r 

: 

*； 

i 

i 

• 

• 

• 



• 


h : 


• 

i 

擧 

• 


■ 

馨 

• 



• 


~n 

O 

m 

• 

+ 

• 

; + 

0 


• 

+ 


0 

O' 

«T 

+ 

0 

O 

• 

+ 

O 

m 

中 

■ ■ ■ ■ ■ 

J 

Q 


( 80 ) 


X 


X° and + 


X 




X 



and X 



here X in the first two diagrams consists of points marked • or o, X° comprises 
just the os, and consists of +s plus *s plus os* Notice that if we rotate the 
diagram for X 〜。 and X^ + by 180° T we obtain the diagram for X° and but 

with (•, o t + 1 ) respectively changed to (+ ? , •, o )： and in fact the identities 


X 


X 





X 


〜 0 〜 



hold in general (see exercise 86 ). 

Now we are ready to state the theorem of Wang and Wang: 
Theorem W_ Let X be any set of N points in the discrete torus T(mi 


m 



where mi < 


< m 



Then |X+| > |S+1 and |X"| < |S 訃 


lo other words, the standard sets Sn have the smallest spread and largest core, 
among all JV-point sets. We will prove this result by following a general approach 
first used by P. W* J. Whipple to prove Theorem M [Proc* London Math. Soc, 
( 2 ) 28 (1928) ， 431-437]. The first step is to prove that the spread and the core 
of standard sets oxe standard: 
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Lemma S> There are functions a and /3 such that S^ T = S a jv and = S^n ， 

Proof, We may assume that N > 0 . Let r be maximum with e r £ S 方 ， and let 
aN = r + 1 ; we must prove that e g 6 for 0 < g < r. Suppose e g = ar = 


_ M Jk T — — — 醬 

( ： Ti” “ ， Xft) and e r = y = (yi, • 甲 • ， j/ n )，and let k be the largest subscript with 

Xk > 0 . Since y € 5^, there is a subscript j such that y~ej€ Sn^ It suffices to 
prove that x — ek ^ y — 




,and exercise 88 does this. 

The second part follows from ( 8 i) ? with 0N = T — a(T — N )、 because 

St-n ， 


Theorem W is obviously true when n = 1， so we assume by induction that 
it has been proved inn- l dimensions. The next step is to compress the given 
set X in the fcth coordinate position, by partitioning it into disjoint sets 


A ⑷ 



x ^ X \ Xk 


a 


(82) 


for 0 < a < and replacing each Xfe(a) by 


々⑷ 




3k-ija,s k 


s 



)I ( 扎 


s 


n 


) e ⑷丨}， 


( 83 ) 


a set with the same number of elements. The sets S used in ( 83 ) are standard in 


the (n 


1 )-dimensional torus T(nii } .,. T mfc 爾厂 ，， ,Notice that we 


I1 & V0 ， a ， 怎知 +1 ， ■»» ，工 




(Vi 


Vk-i,^yk^u^^yn) if and only 


if (x 


1 


— 1 i ① fc+11 ’ * * ，工 n) j ( 沒 1 ? * * 1 t Vk — 1 1 y/c+1 


Vn); therefore X^a) 


X k (a) if and only if the (n — 1 }*dimensioeal points (: ， xn, : rjt+i，* • ， ^ x n) 
with (ii ， ■" ，冗 , } x n ) e X are as small as possible when projected 
onto the (n - 1 )-dimensioiial toms* We let 


C k X = Xl^UXU^U-^UXUmk 



(84) 


be the compression of X in position k. Exercise 90 proves the basic fact that 
compression does not increase the size of the spread: 

l^ + | > \(C k X) + l i0Tl<k<n, (85) 

Furthermore ， if compression changes X, it replaces some of the elements by other 

elements of lower rank. Therefore we need to prove Theorem W only for sets X 

that are totally compressed, having X = CkX for all k. 

Consider, for example, the case n = 2 . A totally compressed set in two 
dimensions has all points moved to the left of their rows and the bottom of their 
columns, as in the eleven-point sets 



the rightmost of these is standard, and has the smallest spread. Exercise 91 
completes the proof of Theorem W in two dimeoaions. 
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When n > 2 ， suppose x = (xi, , * M x n ) 6 X and Xj > 0 . The condition 
CkX — X implies that, if 0 < i < j and i # fe 一 j，we have x + Bi — ej € X. 
Applying this fact for three values of k tells us that x + ^ €j G X whenever 

0 < i < Consequently 

X n (a) + £^ n (0) C X n (a ~1) + e n for 0 < a < m, ( 86 ) 

where m = m n and J£ n ( 0 ) is a clever abbreviation for the set {e 。 , … T e n _i}. 

Let X n (a) have N a elements, so that JV = |X| — /V 0 + JV】+ … + N m „i, and 
let Y = X + . Then 


匕⑷ = ( 叉 n((a - 1) mod m)+e n ) U (Xn ⑷ + £? n (0)) 
is standard in n — 1 dimensions, and ( 86 ) tells ixs that 


N m 


<mm 


2 S —2 S 


醫 ■! -* 


<iVi < 0No < No < aN Q j 


where a and 0 refer to coordinates 1 through n — 1 . Therefore 




\Y n (0)\ + \YU1)\ + \Y n (2)\ + - ^ +\Y n (m 



a Nq + Nq + Ni + … + N m -2 




aNo + N 






The proof of Theorem W now has a beautiful conclusion. Let Z = and 


suppose = M a . We want to prove that \X^\ > namely that 


aN Q + N 




^ OlMq + N 




^m-1 


(87) 


because the arguments of the previous paragraph apply to Z as well as to X. 
We will prove ( 87 ) by showing that < M m ^i and No > M 0 . 

Using the (n - l)-dimensional a and 0 functions, let us define 



/ 


-i 


K f 



-n 



t 

m—2 



t 


■ ■ 


， N{ - aN^ N^aN[; ( 88 ) 


1 K 


0K 







/# 


1 


0K 


2 


(89) 


Then we have JV^ < 7V a < for 0 < a < m, and it follows that 


N f 




+ 



< iV 



N ff 




m—1* 


(9。) 


Exercise 92 proves that the standard set Z f = has exactly N f a elements with 

nth coordinate equal to for each a; and by the duality between a and /3, the 

standard set Z ff = Sn” Ukewisc has exactly elements with nth coordinate a. 
Finally’ therefore, 



= |Z n (m^l)|>|^(m-l)| 



t 


M 0 


K(o)|s| 咖 = 岣， 


because Z f C Z C Z n by ( 90 ), By (81) we also have |^°| < |^° 


■p 


Now we are ready to prove Theorems K and M，which are in fact special 

cases of a substantially more general theorem of Clements and Lindstrom that 
applies to arbitrary multisets [J, Combinatorial Theory 7 (1969) t 230-238] : 
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Corollary C, If A is a set of N t-multicombi na thns contained in the multiset 


{恥 ■ 0,孩 i -1 





where 8 q > si > 


> 3dj then 


\0A\ > I^PNtl aild \qA\ > \eQml 


(91) 


where Pm denotes the N lexicographically smallest muJticonibinafebus 也 … d 2 ^i 
of U，and Q^t denotes the N lexicographically largest. 


Proof- Multicombinations of 17 can be represented as points x i, _ of the torus 
T(mi y ... , m n ), where n = : d + 1 and mj — s n ^j + 1 ; we let Xj be the number 
of occurrences o{ n — j. This correspondence preserves lexicographic order. For 
example, i(U = { 0 , 0 , 0 , 1，1，2 , 3}，its 3-multicombinations are 


000 ， 100, 110, 200, 210, 211, 300, 310, 311, 320, 321 ， ( 92 ) 

in lexicographic order, and the corresponding points x\x 2 x^x\ are 

0003,0012,0021 ， 0102, 0111,0120, 1002, 1011,1020, 1101 ， 1110. { 93 } 

Let be the points of the torus that have weight x% + ^ * + x n — w. Then 
every allowable set A of t-muIticombinations is a subset of T t * Furthermore — 
and this is the main point _ the spread of T 0 U T] U - * U T t ^\ U A is 


(ToUTiU^^UT^! UA) + ^ r 0 +U7 7 1 + U".U7 ； tiLM + 

— Tq U T\ U ■ t - U 7^ U qA, (94) 

Thus the upper shadow qA is simply (Tb U U … U U A)^ fl T t+ L, and 

Theorem W tells us in essence that |^4| =N implies > \e{S M ^-N n T t )l 

where M = jT q U ^ — U |, Hence, by the definition of cross order ， S M+ " n T( 
consists of the lexicographically largest N t - rmi It icombi na t ions, namely Q " 卜 

The proof that \dA\ > I dPpft i now follows by complementation (see exer- 

cise 94)* 雇 


EXERCISES 



[MS3] Explain why Golomb’s rule ( 8 ) makes all sets {e!” " ， q g { 0 ” " ， n — 1 } 


correspond uniquely to multisets {ei ， …， Q {do ^ 0 


oo 



tl 



2 、 [16] What path in an 11 x 13 grid corresponds to the bit string ( 13 )? 

3> [21] (R. R. Fenichel, 1968.) Show that the compositions g* + " . + gi + q Q of s into 

nonnegativ€ parts can be generated in lexicographic order by a simple loopless 

algorithm. 

4 ， [16] Show that every composition qt .,, ^0 of b into t + 1 nonnegative parts corre¬ 
sponds to a composition r s B .. ro of t into 5 + I nonnegative parts. What composition 

corresponds to 10224000001010 under this correspondence? 

5* [SO] What IB a good way to generate all of the integer solutions to the following 
sy stems of inequaliti 辟？ 




譜 

n> x t > x 卜 1 > x t ^ 2 > 怎 t —3 > 


0 , when 亡 is odd 


»x t > 


》 


》怎2》 sci 》 0 , where a 》 b means a >b +2 


6 _ [M22] How often is each step of Algorithm T performed? 
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7* [82] Design an algorithm that runs through the “dual” combinations … 62^1 in 
decreasing lexicographic order (see ( 5 ) and Table 1 ). Like Algorithm T, your algorithm 
should avoid redundant assignments and unnecessary searching, 

8 . [MS3] Design an algorithm that generates all ( 3 ,^-combinations 


a i do 


lexicographically in bit string form. The total running time should be 0((^)), assuming 
that st > 0 . 

9* [MM] When all (s ， t )-combinations a n «i., .aiOo are listed in lexicographic order, 


let 2Ag t be the total number of bit changes between adjacent strings- For example 




25 because there are respectively 


2+2+2+4+2+2+4+2+2+6+2+2+4+2+2+4+2+2+2 


50 


bit changes between the 20 strings in Table 



Show that A a t — min(s, t) + + A 川一 when st > O '； = 0 when st 

b) Prove that A 9t < 


0 


► ID ， [2J] The “World Series 1 ’ of baseball is traditionally a competition in which the 
American League champion (A) plays the National League champion (N) until one of 
them has beaten the other four times, What is a good way to list all po^ible scenarios 
AAAA ， AAANA, AAANNA, … ， NNNN? What is a simple way to assign consecutive 
integers to those scenarios? 

11. [19] Which of the scenarios in exercise 10 occurred most often during the 190Us? 

Which of them never occurred? [Hint: World Series scores are easily found on the 
Internet. 

12 . [fffyfSS] A set V of n-bit vectors that is closed under addition modulo 2 is called 
a binary vector space, 

Prove that every such V contains 2 1 elements, for some integer t, and can be 
represented as the set {xia\ ❸ ".㊉ xtat | 0 < a ： i, x t < 1 } where the vectors 





* 1 


Oft form a “canonical basis” with the following property: There is 



t 


combination ct ... c^ci of { 0 7 1 T " 


# 



1 } such that, if is the binary vector 


— 1 ) 


* * 


• we have 






for 1 < ii k <t; 


a hi 


0 for Q < l < Cky 


< k<t. 


For example, the canonical bases with 
general form 





9 f t 


4, and C 4 C 3 C 2 C 1 = 7641 have the 


oi 

Of4 



0 0*0 



*10, 



00 


1 0 0 0 0 , 


*01000 0 0 0 , 

* 1 0 0 0 0 0 0 0 : 


there are 2 8 ways to replace the eight asterisks by 0 s and/or Is, aod each of these 
defines a canonical basis. We call i the dimension of V. 

b) How many ^dimensional spaces are possible with n-bit vectors? 

c) Design an algorithm to generate all canonical bases (cu, … ， o!) of dimension t. 

Hint: Let the associated combinations c t .., ci increase lexicographically as in 

Algorithm L ， 

d) What is the 1000000 th basis visited by your algorithm when n = 9 and t — 4? 

13* [25] A one-dimension^ Ismg configuration of length n, weight t, aed energy r, 


is a binary string a n ^i " .oo such that a i = ^ and 




1 


where 6 j 
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aj ® aj«i. For example, ai 2 - *，ao 


llOOiOOiOOOll has weight 6 and energy 6, since 



12 


6 i 




010110110010. 


Design an algorithm to generate all such configurations, given n ， i，and r. 


14, [26] When the binary strings • "aiflo of (JS ， f)-combinations are generated 
in lexicographic order f we sometimes need to change 2min(s ， f) bits to get from one 
combination to the next. For example, 011100 is followed by 100011 in Table 1, 
Therefore we apparently cannot hope to generate all combinations with a loopless 
algorithm unless we visit them ib some other order. 

Show ， however，that there actually is a way to compute the lexicographic successor 

of a given combination in 0(1) steps, if each combination is represented indirectly in a 


doubly linked list as follows: There are arrays i[0}，■ • 


l[n] and r[0j” 


r[n] such that 


帥 ■]] 




j for 0 < j <n. If Xq 




I[0] and Xj 




/ for 0 < j < n，then aj 




[ 巧 > 



for 0 < i < n, 

Hgaa mr 



15* [Mj 8 总 ： Use the fact that dual combinations . 62occur in reverse lexico¬ 
graphic order to prove that the sum (?) + … + ( 6 , 2 ) + has a simple relation 
to the sum O + … + (2) 十 (7) * 

16. [M 21 ] What is the millionth combination generated by Algorithm L when t is 

(a) 2? (b) 3? (c) 4? (d) 5? (e) 1000000? 

■■ 

17. Given N and ^ what is a good way to compute the combinatorial repre¬ 
sentation (20)? 

18. [20] What binary tree do we get when the binomial tree T n is represented by 
“right child !, and “left sibling” pointers as in exercise 2*3.2-5? 

19 ， \21] Instead of labeling the branches of the binomial tree T 4 as shown in (22), we 
could label each node with the bit string of its corresponding combination ： 


oooo 



0001 


0010 


0100 


1000 




OQU 


0101 


QUO 


1001 


1010 


urn 


八 


dll 


1011 


1101 


mo 


111 


If Too has been labeled in this way, suppressing leading zeros，preorder Is the same as 
the ordinary increasing order of binary notation; so the millionth node turns out to be 
11110100001000111111, But what is the millionth node of in postorder? 

20. [M 20 ] Find generating functions g and h such that Algorithm F finds exactly 
f^ jV ] jg(z) feasible combinations and sets f ^ i + I exactly [z N ] h(z) times. 

21* [Mf2] Prove the alternating combination law (30), 

22. [M23] What is the millionth revolving-door combination visited by Algorithm R 

when t is (a) 2? (b) 3? (c) 4? (d) 5? (e) 1000000? 


23. [M23] Suppose we augment Algorithm R by setting j 4- t + 1 In step El f and 


j -<= 1 if R3 goes directly to R2, Find the probability distribution of 丄 and its average 
value. What does this imply about the running time of the algorithm? 
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24* [MBS] (W. H, Payne, 1974,) Continuing the previous exercise, let jk be the value 
of j on the feth visit by Algorithm R. Show that \jk^i - jic! < 2 Sl and explain how to 
make the algorithm loopless by exploitiiig this property. 

25. [MSS] Let c (… c^Ci and … cici he the Nth and N f ih combinations generated 
by the revolving-door method, Algorithm R, If the set C = * * ^c 2 ^ci} has m > 0 

elements not in C*' = {cj， … prove that |iV - (d 

26* [26] Do elements of the ternary reflected Gray code have properties similar to the 
revolving-door Gray code r a *, if we extract only the n-tuples fl n -i “. aioo such that 
(a) On_i + * - -f ai -f tfo = i? (b) {a n ^\,.., T ai,a 0 } = {r * 0*5 * 1 ,^ 2)1 

27, [25] Show that there is a simple way to generate all combinations of at most t 


elements of { 0,1 




1}, using only Gray-code*like transitions 0^4 1 and 01 10, 


(In other words, each step should either insert a new element T delete an element, or 
shift an element by 士 1 ,) For example, 


0000, 0001 t 001 I t 0010, 0110, 010L 0100, im 1010, 1001， 1000 



is one such sequence when n = 4 and t = 2, Hint: Think of Chinese rings, 

28# [M2i] TVue or false: A listing of (-s t t)-combinations a n —]… aio© in bitstring 
form is in genlex order if and only if the corresponding index-form listings b s … 62 fti 
(for the 0 s) and e 卜 " cad (for the is) are both in genlex order, 

29* [M28] (R J- Chase.) Given a string on the symbols +， -，and 0 ， say that an 

R^block is a substring of the form ^ 

L*hlock is a substring of the form 


A+l 


k 


that is preceded by 0 and not followed by ■ ; an 
that is followed by 0 ; in both cases k > 0 - For 
example, the string 000++-++00000 has two L-blocks and one Il_block, shown in gray* 
Notice that blocks cannot overlap. 

We fora the successor of such a string as follows, whenever at least one block is 


present: Replace the rightmost 0 


* + i 


by 



k 


0 ， if the rightmost block is an R-block 


otherwise replace the rightmost by 0 ^* +1 . Also negate the first sign, if any, that 
appears to the right of the block that has been changed. For example, 





0000 — 00 



-00+++ 


where the notation a-^ 0 means that 0 is the sucensor of a, 

a) What strings have no blocks (and therefore no successor)? 

b) Can there be a cycle of strings with ao ori 4 4 otk-i ^ 

c) Prove that if a ^ then —0 —a，where “ 一 ’’ means "negate all the signs,” 

(Therefore every string has at most one predece^or.) 

d) Show that if Oo -4 “. 一 ^ Ofjt and k > 0 ? the strings ao and a* do not have 
all their 0 s in the same positions* (Therefore, if ao has s signs and t zeros^ k must 
be less than (H) 

e) Prove that every string a with s signs and t zeros belongs to exactly one chain 

q：q ai — 4 j. 

30* [M32] The previous exercise defines 2 • ways to generate all combinations of s 0 s 
and I ls T via the mapping + ㈠ 0 ， 一 ^ 0 ， and 0 ^ L Show that each of these ways 
is a homogeneous genlex sequence j definable by an appropriate recurrence. Is Chase’s 
sequence ( 37 ) a special case of this general construction? 

31* [MSS] How many genlex listings of [s^ ^-combinations are possible in (a) bitstring 
form a n -i.. .ajoo? (b) index^list fonn ct ■. • c^^i? 
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► 


32* [MS2] How many of the genlex listings of (s f ^-combination strings a n -i.. .aiao 

(a) have the revolving-door property? (b) are homogeneous? 

33. \HM33\ How many of the genlex listings in exercise 31(b) are near-perfect? 

34 . [M32] Continuing exercise 33 , explain liow to find such schemes that are as near 
as possible to perfection, in the sense that the number of “imperfart” transitions Cj F 
Cj 士 2 is minimized, when 3 and t are not too large- 

35 * [M26] How many steps of Chase’s sequence C B t use an imperfect transition? 

36« [M21] Prove that method ( 39 ) performs the operation j j + 1 a total of exactly 

— 1 times as it generates all (s } t)-combi nations a n ^i given any genlex 

scheme for combinations in bitstring form* 

37 * [27] What algorithm results when the general genlex method ( 39 ) is 
produce (js, t)*combinations ■ etiao in (a) lexicographic order? (b) the revolving 

door order of Algorithm R? (c) the homogeneous order of ( 31 )? 

38. [26] Design a genlex algorithm like Algorithm C for the reverse sequence 



to 


39. \M2l\ When 


12 and 




how many combinations precede the bit string 


11001001000011111101101010 in Chase’s sequence Cji? (See ( 41 ).) 

40* [M22] What is the millionth combination in Chase’s sequence C B t, when 3 


12 


and t 


14? 


41. [MS7] Show that there is a permutation c(0), c(l), c(2) 


of the normegative 


integers such that the elements of Chase’s sequence C Mt are obtained by complementing 
the least significant s t bits of the elements c(fe) for 0 < fe < 2 * +t that have weight 

a. (Thus the sequence e(0), c(2 n — 1) contains, as subsequences, all of 


l(C(fc)) 

the C$t for which s + t — just as Gray binary code ^( 0 ), 


» ? ^ 


1 


g(2 n 




1 ) contains all 


the revolving-door sequences r jt ,) Explain how to compute the binary representation 
c(k) = (" • a 20 iao )2 from the binary representation fc = (" ， 626160 ) 2 * 

42* [fMS4] Use generating functions of the form t g s tw^z € to analyze each step of 
Algorithm C. 

43, [20] Prove or disprove: If s(x) and p(x) denote respectively the successor and 
predecessor of x in endo-order, then &(x + 1 ) — p(x) + 1 , 

► 44 # \\M21] Let Ct(n) - 1 denote the sequence obtained from C t (n) by striking out 




(ci 


1 ) in the 


all combinations with ci = 0 , then replacing Ct .,, ci by 
combinations that remaiii. Show that Ct(n) — 1 is near-per feet. 

45 , \S2] Exploit endoorder and the expansions sketched in ( 44 ) to generate the 
combinations c t " .C2C1 of Chase's sequence C t {n) with a nonrecursive procedure, 

► 46* [S3] Construct a nonrecursive algorithm for the dual combinations b A ,, .b 2 bi of 


■ diOo- 


Chase's sequence Cj*, namely for the positions of the zeros in a 

47* [26] Implement the near-perfect multiset permutation method of ( 46 ) and ( 47 )， 

48. [M21] Suppose ao] cti ” Qn 赛 1 is any listing of the periniitattions of the multiset 

” sj ， d}, where ajt differs from Qcfc+i by the interchange of two elements. Let 


si ■ 1 ”， 


A >， 

3l + 


be any revolving^door listing for (s, t)-corabinations t where s 


3q 


R I # 


+ 3d^ and M 


#+t 


)■ Then let Aj be the list of M elements obtained by starting 


with % t A) abd applying the revolving^door exchanges; here a t 尽 denotes the string 
obtained by substituting the elements of a for the Is in 0, preserving I eft-right order. 


For example^ if 尽 0, 


is 0110 , 0101 ， 1100 , 1001 ， 0011 , 1010 , and if aj 


12 , 


then Aj is 0120 , 0102, 1200, 1002 , 0012 , 1020. (The revolving-door listing need not be 
homogeneous.) 
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Prove that the list ( 47 ) contains all permutations of {sq * 0, Si . 1， … ， * d}，and 

that adjacent permutations differ from each other by the interchange of two elements, 

49. [HM23] If q is a primitive mth root of unity, such as e 2T " m ，show that 


[n/mj \ (n mod m 



Q 



[fe/mj / \fc modm 


Q 



50* [flMS 5 ] Extend the formula of the previous exercise to q-multinomial coefficients 


Til + 

nu 


■ ia i 


P * - 


+ m 




51* [25] Find all Hamiltonian paths in the graph whose vertices are permutations of 
{0,0,0,1,1,1} related by adjacent transposition. Which of those paths are equivalent 
under the operations of interchanging 0s with Is and/or left-right reflection? 

52, [AfS7] Generalizing Theorem find a necessary and sufficient condition that all 
permutations of the multiset {$0 * 0 3 ,, *, Sd ^ d} can be generated by adjacent transpo¬ 
sitions ajaj_i ^ Oj-iaj. 

53* [M46] (D- H, Lehmer, 1965,) Suppose the N permutations of { 5 。 ， 0,… 

cannot be generated by a perfect scheme, because (N -f x)/2 of them have an even 

number of inversions, where x> 2. Is it possible to generate them all with a sequence 


^Sd 



of N 



x 


2 adjacent interchanges a& k as 


for 1 < fe < iV -f x - 1 , where 


x 


cases are “spurs” with 5* 


S 


k 


that take us back to the permutation 



T 


ve 



just seen? For example, a suitable sequence 6% "■〜 4 for the 90 permutations of 
{0,0，^ 2, 2 :}， where x = ^ ^ is 234535432523451a42a fl 51a42Q ft 51a4, 

where a = 45352542345355, if we start with a^asa^aiao — 221100. 

54 , [M40] For what values of s and t can all (s, ^-combinations be generated if we 

allow end-around swaps a n ^i ao in addition to adjacent interchanges aj 4-t 

55. [33] (FVank Ruskey, 2004.) (a) Show that ail (s, £)-combinations … ai«o 

can be generated efficiently by doing successive rotations … 


OiQ 4^ flj —I 


■ ■ ■ 




(b) What HHIX instruct ions will take … d! 00)2 to its successor，when s+t < 64? 

56. {M49} (Buck and Wiedemann 5 1984.) Can all (t, ^-combinations a 2 t-i " 


.aiao 



be generated by repeatedly swapping ao with some other element? 

57. [22] (Frank Ruskey.) Can a piano player run through all possible ‘note chords 
that span at most one octave, changing only one finger at a time? This is the problem of 
generating all combinations c* " ■ ei such that n > c* > " ■ > ci > 0 and et - ci < m 


—■ - — 

where t = 4 and (a) m — S 5 n = 52 if we consider only the white notes of a piano 


keyboard; (b) m 


13, n 


88 if we consider also the black notes- 


58. [20] Consider the piano player’s problem of exercise 57 with the additional con¬ 
dition that the chords don’t involve adjacent notes. (In other words, c J+ i > c } + 1 for 
> j > L Such chords tend to be more harmonious.) 

59 > [M25] Is there a perfect solution to the 4-note piano player's problem, in which 
each step moves a finger to an adjacent key? 

60. [23] Design an algorithm to generate all bounded compositions 


r A + 




+ + r 0 , 


where 0 < rj < mj for s^> j > 0, 


61* [32] Show that all bounded compositions can be generated by changing only two 
of the parts at each step* 
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► 62, [M27] A contingency table is an m x n matrix of nonnegative integers (aij) having 


given row sums r 



1 aij and column sums Cj — where r\ + 


i- ■ ■ 


+ r m 


ci + 


+ d 


+ Cn ■ 


a) Show that 2 x 71 contingency tables are equivalent to bounded compositions. 
What is the lexicographically largest contingency table for (ri”,, i !■ ， + ， . ， Cfv) 



when matrix entries are read row-wise from left to right and top to bottom 
in the order {un^ d\ 2 j * * * ， fl 2 i? * - - s Q 



ely 




What is the lexicographically largest contingency table for (ri， … 



ci 


Cn ) ， 


when matrix entries are read column-wise from top to bottom and left to right ， 


namely in the order (ai i ^ aai 


dmi, ai2 



■ )? 


d) What Is the lexicographically smallest contingency table for (n 

in the row-wise and column-wise senses? 

e) Explain how to generate all contingency tables for (n， .… 
icographic order. 


r 


Ci 


Cn )， 


^1 


c n ) in lex- 


63. [M41] Show that all contingency tables for (ri ，"” r m ; ci” ■” c rt ) can be gener¬ 
ated by changing exactly four entries of the matrix at each step* 

► 64, [M30] Construct a genlex Gray cycle for all of the 2 ’(H subcubes that have 



digits and t asterisks，using only the t rans fo r mat ions *0 o *1 


0 抖 1 


For example，one such cycle when s 


t 


2 is 


► 


(OO**，01 料， 0*1*, 0**1 ， 0 料 0, 0*0*, *01* ， *0*1, *0*0, ♦♦DO, **01 j 

•*11 ， **10, *1*0, *1*1，* io*, 1*0*, 1**0,1**1 T 1 * 1 * T n** 7 10 寧 *). 

65. [M 40 ] Enumerate the total number of genlex Gray paths on subcubes that use 
only the transformations allowed in exercise 64 - How many of those paths are cycles? 

06. [22] Given n > ^ > 0^ show that there is a Gray path through all of the canonical 


bases (ofj 


a t ) of exercise 12, changing just one bit at each step. For example，one 


such path when n — 3 and t 




2 is 


001 


101 


101 


001 


001 


Oil 


01CT 010， 110， 110， 100， 100 


010 

100 


© 7 . \4^} Consider the Ising configurations of exercise 13 for which ao = 0. Given n, 

t ，and r，is there a Gray cycle for these configurations in which all transitions have the 

forms 0 fc l e 10 fc or 01 * 44 1 * 0 ? For example, in the case n 

a unique cycle 


9, 


5, 


6 5 there is 


(oioiomo, 010110110, 011010110, 011011010, 011101010, 010111010), 

68 . [M01] If q is a ^combination, what is (a) d l a? (b) 9 f+ 1 of? 

► 69* [MSS] How large is the smallest set A of f-combinatioQS for which \dA\ < | 川？ 

70, [M25] What is the maximum value of K t N - N, for N > 0? 

71. JM20] How maoy f-cliques can a million-edge graph have? 

► 72* \M22] Show that if N has the degree-i combinatorial representation ( 57 ), there 
is an easy way to find the degree*s combinatorial representation of the complementary 


number M 


t 


)— N, whenever N < d Derive ( 63 ) as a consequence 


73, [M23] (A, J. W, Hilton, 1976.) Let A be a set of 5-combinations and B a set of 
combinations, both contained in 1/ = {0” - ” n — 1} where n > 5 + L Show that if ^4 
and B are cmas-inteT 9 ecting } in the sense that a n 0 ^ 0 for all o ： € >1 and ^ then 


so are the sets QMns wd Qsm defined in Theorem K, where M = \A\ and N 




1 巩 
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74 - \M21] What are and I^Q^ntl in Theorem K? 

75* [M20] The right-himd side of ( 6 o) is not always the degree-(t - 1 ) combinatorial 

representation of KtN 、 because v — 1 might be zero* Show, however，that a positive 
integer N has at most two representations if we allow i; = 0 in ( 57 ), and both of them 
yield the mme value KtN according to ( 60 ). Therefore 




K t N 


n t 






n t — 1 


k 


2 


+ 


+ 


fly 


k 


1 



for 1 < k < t 


v 



76. [M20] Find a simple formula for Kt(N + 1) - . 

77. [M26] Prove the following properties of the functions by manipulating binomial 
coefficients，without assuming Theorem K: 

a) k*(M + N) < KtM + KtN, 

K t (M + N) < max{Kt M, N) 4 - Kt^iN. 



Hint : (7) + +" + (7) + (7) 十…十 （？） is equal to ( m 、 Vnt ) + …十（…广” + 

(m t :n t ) + … + m where V and A denote max and min. 

78- [M22] Show that Theorem K follows easily from inequality (b) in the previous 
exercise. Conversely, both inequalities are simple consequences of Theorem K, Hint: 
Any set A of ^combinations can be written A = A\ +j4o 0, where = {a € 4 | 0 贫 a )、 

79 ， [M23] Prove that if f > 2, we have Af > If and only if Af + A ( _j M > N. 

80. [fflfSff] (L. LovissE, 1979.) The function (^) increases monotonically from 0 to oo 

as x increases from i ^ 1 to oo; hence we can define 




x 


if N 




a 


]and > t 



Prove that > K t N for ail integers t > 1 and N >0, Hint: Equality holds when x 
is an integer, 

\MS7] Show that the minimum shadow sizes in Theorem M are given by ( 64 ). 

S2* [HMSl] The IVkagi function of Fig. 27 is defined for 0 < a ： < 1 by the formula 



㈤ 





rk{t)dt, 


k 




where rt(t) = (― is the Rademacher function of Eq, 7 + 2,lJ-(i6). 

a) Prove that t(x) is continuous in the interval [ 0 ,. l] f but its derivative does not 
exist at any point, 

Show that r(x) is the only continuous function that satisfies 




(h) 


T(1 


2 



2 


X 



2 


T(Z) 


for Q < x < 1 - 




What ia the asymptotic value of r(c) when e is small? 
Prove that r(x) is rational when x is rational. 


e) Find all roots of the equation r(x) = 1 / 2 , 

f) Find all roots of the equation r(x) = maxcKx<i 


r(x) 


83, [HM46] Determine the set R of all rational number，r such that the equation 






has uncountably many solutions. If r(x) is rational and x is irrational, is it 


true that r[x) € Jl? ( Warning: This problem can he addictive*) 
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for 0 < iV < T. 


where nt > nt-i > 


> m > 0 and + f ni} C {^o ■ 0, 沒 i • 1 ^ $ 2 ， 2,… }• Use 



this represent at ion to give a simple formula for the numbers |9 Pn*| in Corollary C, 

97 * [M26] The text remarked that the vertices of a convex polyhedron can be per¬ 
turbed slightly so that all of its faces are simplexes. In general T any set of combinations 
that contains the shadows of all its elements is called a aimplicial complex ; thus C is a 
simplicial complex if and only if a C 0 and 0 £ C implies that a G C, if and only if 
C is an order ideal with respect to set inclusion. 


The size vector of a simplicial complex C on n vertic^ is (Nq ，N 
C contains exactly N t combinations of size L 


N n ) when 


a) What 


the size vectors of the five regular solids (the tetrahedron ^ cube ， octa^ 


hedron, dodecahedron^ bhA icosahedron), when their vertices 


slightly tweaked? 


thus (s( fc rt )) is the ordinary binomial coefficient (|J) if so = si = $2 HsSbT ^ P ■ —" 1 ,■ 

Generalizing the combinatorial number system, show that every nonnegative inte¬ 
ger N has a unique representation 



85i [HM21] Relate the functions XtN and /i* N to the Takagi function r(x) 
86 , [M20] Prove the law of spread/core duality, = X。' 


8 T- [MB!] TVue or false: (a) X C Y° if and only if C X 〜。； (b) X 0 十。 =； 
(c) aM < N if and only if M < 0N. 

88 , [M20] Explain why cross otder is useful, by completing the proof of Lemma S 

89, [16] Compute the a and 存 functions for the 2x2x3 torus ( 69 )* 

90* [M22] Prove the basic compression lemma ， { 85 ), 

91, [MS4] Prove Theorem W for two-dimensional toruses T({,m), l <m. 


X°; 


92. [M28] Let x 


Xi … a; n -i be the Nth element of the torus T(m 


m 


and 


let S be the set of all elements of T(mi 


m n „i, m) that are ^ xi . - , I) 


in cross order. If N a elements of S have final component a，for 0 < 0 < m, prove 


tti&t Nffi 一 




N and N a 


otN a for 1 < a < m, where a is the spread function for 


standard sets in T(mi," , f m n «i), 

93# [Aff5] (a) Find an N for which the conclusion of Theorem W is false when the 
parameters mi, m 2 , m n have not been sorted into oondecreasing order ， (b) Where 
does the proof of that theorem use the hypothesis that mi < mj < — < m n ? 

94 - [M20] Show that the d half of Corollary C follows from the g half Hint: The 
complements of the mult icombin at ions (92) with respect to U are 3211 ， 3210, 3200, 

3110, 3100, 3000, 2110, 2100, 2000, 1100, 1000 , 

95. [17] Explain why Theorems K and M follow from Corollary C, 

► 96* [M22] If S is an infinite sequence (s 0 , $i ， $ 2 ” “) of positive integers, let 


84, [Mf27] If T = ( prove the asymptotic formula 





\lf/ 
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Construct a simplicial complex with size vector (1 ， 4,5,2,0), 

Find a necessary and sufficient condition that a given size vector (No , Ni 
is feasible. 


爲 } 


d) Prove that (Nq 、 … ， N n ) is feasible if and only its “dual” vector (Nq^ •” ， N n ) is 


feasible, where we define Nt 





N n 



List all feasible siz€ vectors (No, N\^ iV 2 , Ns f N 4 ) and their duak. Which of them 
are self-dual? 


98* [SO] Continuing exercise 97, find an efficient way to cuirnt the feasible size vectors 




N n ) when n < 100* 



► 


99, [M25] A clutter is a set C of combinations that are incomparable T in the sense 

that a C 0 and £ C implies a = (3, The size vector of a clutter is defined as in 
exercise 97* 

a) Find a necessary and sufficient condition that (Af 0 , Af! ”" ， M n ) is the size vector 
of a clutter. 

List all such size vectors in the case n = 4 , 

100 . [M50] (Clements and Lindstrom,) Let be a ^simplicial multicomplex/" a aet 

of submultisets of the multiset U in Corollary C with the property that dA C ^4. How 
large can the total weight ijA = | a € A} b€ when |i4| — N? 

101- [MS5} If /(Xi” _ -is a Boolean formula, let F(p) be the probability that 
/( 怎 1 ， … ， x n ) = I when each variable independently is 1 with probability p. 

a) Calculate G(p) and H{p) for the Boolean formulas g(w } x,y,z) = wxzywyzVxyz, 


h(w } x,y^z) = wyz V xyz. 

b) Show that there is a monotone Boolean function f (w^x y y, z) such that F(p) 
G(p)，but there is no such function with F(p) — H(p )* Explain how to test this 
condition in general 


102 * (F. S ， Macaulay, 1927*) A polynomial ideal I in the variables {a：i …，; 

is a set of polynomials closed under the operations of addition, multiplication by a 
constant，and multiplication by any of the variables* It is called homogeneous if it 
consists of all linear combinations of a set of homogeneous polynomials, namely of 

polynomials like xy + 2： 2 whose terms all have the same degree. Let Nt be the maximum 

number of linearly independent elements of degree t in L Fbr example, if s = 2 , 
the set of all af(xoj^i? * 2 )(^ 0 *? - 2 x L X 2 ) + where a and /3 run 

through all possible polynomials in {: 0 ，忠 1 ，怎 2}， is a homogeneous polynomial ideal 

with Nq — iVi = JV 2 — 0, = 1 Y N 4 = 4, Ns = 9 ， A/s = 15，… • 



Prove that for any such ideal 1 there is another ideal J 1 in which all homogeneous 
polynomials of degree t are linear combinations of Nt independent monomialA. 
(A monomial is a product of variables, like 

b) Use Theorem M and ( 64 ) to prove that iVt+i > Nt + K § N t for all t > 0. 

Show that Nt+i > N t + n g N t occurs for only finitely many t, (This statement 
is equivalent to “Hilbert Y s basis theorem ^ proved by David Hilbert in Gottinger 



NsLcbrichten (1888) ， 450-457; Math. Annalen 30 (1890), 473-534.) 



103* [M38 ] The shadow of a subcube 


a 


where each % is either 0 or 1 


.is 


obtained by replacing some ★ by 0 or 1 - For example, 

30*11*0 = {0011*0,0111申0, 0,1100,0, 1110}. 

Find a set Pnh such that, if A is any set of N subcubes ai " * an having s digits and 
asterisks, \dA\ > 




GENERATING ALL PARTITIONS 


35 


7.2 丄 3 


104. [M 41 ] The shadow of a binary string ai. ..a n is obtained by deleting one of its 
bits. For example, 

anooiooio = {10010010, 11010010, 11000010,11001000, IIOOIOOI}. 

Find a set P^n such that, if A is any set of N binary strings a\ . \dA\ > ||Fn 

105. A universal cycle of t - combinations for {0 ， l”"，n — 



is a cycle of 

(:)numbers whose blocks of t consecutive elements run through every t■combination 


{Ci” 


T c t }, For example ? 


(02145061320516243152630425364103546) 


is a universal cycle when t = 3 and n = 7, 

Prove that no such cycle is possible unless (:) is a multiple of n. 

106. [M21 ] (L* Poinsot, 1809,) Find a “nice” universal cycle of 2-combinations for 
{0, ■■” 2m}. Hint Consider the differences of consecutive elements，mod (2m + 1), 

107 - [22] (O. Terquem ， 1849,) Poinsot ? s theorem implies that all 28 dominoes of a 
traditional “double-six” set can be arranged in a cycle so that the spots of adjacent 
dominoes match each other; 







How many such cycles are possible? 

108. [MSI] Find universal cycles of 3-combinations for the sets {0 
n mod 3 一 0. 

109. Find universal cycles of 3-mullicombinations for {0, L 



1} when 


n 


1} when 


n mod 3/0 (namely for combinations with repetitions permitted). For exam¬ 


ple 


(00012241112330222344133340024440113) 



is such a cycle when n — 

110* [26] Cribbage is a game played with 52 cards f where each card has a suit (•，◊， 
or ♦) and a face value (A, 2, 3, 4, 5 T 6, 7, 8 } 9 T 10, Q, or K), One feature of the 
game is to compute the score of a 5-card combination C = {e“C 2 , eg, € 4 , 05 }, where one 
card Ck is called the starter. The score is the sum of points computed as follows, for 

each subset S of C and each choice of k: Let \S\ — s. 

i) Fifteens: If 5^{ v ( c ) I c € S} = I5 S where (t/(A},v(2) T u(3) ， … ， t?(9) ， v(10) ， w(J), 

u(Q )， t ； (K)) - (1 ， 2 ,3, ， 9, 10, 10,10, 10)，score two points. 

ii) Pairs: If s = 2 and both cards have the same face value, score two points* 

iii) Runs: If 5 > 3 and the face values are consecutive, and if C does not contain a 

run of length s + 1 , score 3 points, 

iv) Flushes: If s = 4 and all cards of S have the same suit，and if cjt ^ S, score 

4 + [cjt has the same suit as the others] - 

v) Nobs: If s = 1 and Ck 來 S, score 1 if the card is J of the same suit as Ck ^ 

For example, if you hold {J. ， 5A 】 and if 峰 is the starter, you score 4 x 2 for 

fifteens, 2 for a pair ，2 x 3 for runs, plus 1 for nobs，totalling 17, 

Exactly how many combinations and starter choices lead to a score of x points, 

for x 


0 . 1 , 2 


? 
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Table 



THE TWELVEFOLD WAY 



I 


■ ? f Y 丫 


:鐵 




i ii*, 

I i© 


ri 



适 <D @ . 


(2) 


Finally, if neither balls nor urns are labeled, these five possibilities reduce to only 

three ： 








gyu ww ra* (3) 

The Twelvefold Way considers all arrangements that are possible when balls and 
urns are labeled or unlabeled, and when the urns may optionally be required to 
contain at least one ball or at most one ball. 


If the urns are unlabeled, arrangements like 




essentially 


the same, hence only two of the original nine arrsLogemeots are distinguishable. 


And if 


have three labeled balls, the only distinct ways to place them 


three unlabeled urns are 


(The order of balls within 


urn is ignored *) But if the balls are unlabeled 


some of these arrangements are indistinguishable, so only six different ways are 

possible: 


7-2_l_4« Generating 


1 partitions, Richard Stanley s magnificent book Enu 


merative Combinatorics (1986) begins by discussing The Twelvefold Way, a 
2x2x3 array of basic combinatorial problems that arise frequently in practice 
' Table 1), AH twelve of Stanley’s basic problems can be described in terms 


of the ways that a given number of balls c 


be placed into a given number of 


urns. For example, there are nine ways to put 2 balls into 3 urns if the balls and 


u 


are labeled: 


n unlabeled 
m unlabeled 


partitions of n 
into < m parts 


partitions o 
into m p 


n pigeons 
into m holes 


partitions of {1 ， … ， n} 

into m parts 


n pigeons 

into m holes 


partitions of {1 , …， 

into < m parts 


labeled balls ， 

unlabeled urns 


compositions of n 
into m parts 


-combinations 
of m things 



multioombi nations 
of m things 


unlabeled balls, 

m labeled urns 


of m things 


labeled balls, 
labeled urns 


partitions of {1” 


■ 1 


n} 


into m ordered parts 


n-permutations 
of m things 


unrestricted 




\)/ 

1 

/il\ 


l§ 

■ FiH I ■! 

! — ^r 


.0 
■q b.: 

IK 


1 



■ B ■ _ ■ 

tmt— 


y 一 

Jr — - — — — 

9 


l:fcr 

II ■— r 」 

Nffi 

:1s 


!i-ri 



UHW 





■I— 

i®B: 

Bn ■ ■ ■ — 1 

■D ^ L 0 JmJB ■ 4— ,1 

■ !: ! J ■■-■■l 


- ,T 

—Bi 


raa fls ^ 

■ 







uav.»'*l_BiB "■ __l 

■ u ■1 





h -Bn aai 11 

: jM 
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WeVe learned about n4uples，permutations ? combinations，and composi¬ 
tions in previous sections of this chapter; and two of the twelve entri 辟 in Table 1 
are trivial (namely the ones related to “pigeons”），So we can complete our 
study of classical combinatorial mathematics by learning about the remaining 
five entries in the table，which all involve ptLriitions. 


Let us begin by acknowhdgfng that the word “partition” 

has numerous meanings In mathematics. 


Any time a division of some object into subobjects is undertaken, 

the word partition Is likely to pop up. 


GEORGE ANDREWS ， The Theory of Partitions (1976) 


Two quite different concepts share the same name: The partitions of a set 
are the ways to subdivide it into disjoiot subsets; thus ( 2 ) illustrates the five 

partitions of {1,2, 3}，namely 

{1， 2, 3}， {1，2}{3}， {1，3}{2}， 3}， {1}{2}{3}. ( 4 ) 

And the partitions of an integer are the ways to write It as a sum of positive 
integers, disregarding order; thus ( 3 ) illustrates the three partitions of 3 , namely 



5 


2 + 1 , 


+ 1 




( 5 ) 


We shall follow the cormnon practice of referring to integer partitions as simply 
“partitions 广 without any qualifying adjective; the other kind will be called 
“set partitions” in what follows, to make the distinction clear* Both kinds of 

partitions are important, so well study each of them in turn. 


Generating all partitions of an integer* A partition of n can be defined 


formally as a sequence of nonoegative integers ai > a 2 > 


螽 A A 


戊 1 十江 2 + 


番 _ ih * 


for example, one partition of 7 has ai 


ci2 


such that n 


as 





,and 

0, The number of nonzero terms is called the number of parts, 
and the zero terms are usually suppressed. Thus we write 7 = 3 + 3+1, or 


(I4 


a 5 


simply 331 to save space when the context is clear. 

The simplest way to generate all partitions, and one of the fastest, is to visit 
them in reverse lexicographic order, starting with and ending with 'll * _ 1\ 
For example, the partitions of 8 are 


8 , 71，62, 611, 53, 521，5111，44, 431, 422, 4211， 41111, 332, 3311 

3221, 32111，311111， 2222, 22211 , 221111 , 2111111, 11111111, 


⑹ 


when listed in this order. 

If a partition isn’t all Is, it ends with (x+ 1 ) followed by zero or more ls 1 
for some x > 1 ; therefore the next smallest partition in lexicographic order 


is obtained by replacing the suffix (aH-l)l … 1 by a: … xr for some appropriate 

remainder r < x. The process is quite effident if we keep trade of the largest sub¬ 
script q such that a q ^ 1 , as suggested by J* K. S, McKay [CACM 13 (1970)，52]: 
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Algorithm P (Partitions in reverse lexicographic order). This algorithm gen 


erates all partitions ai > > 

1 < m < n, assuming that n > L 


■■ -f -F 


^ ^ 1 with ai + a 2 + 


* A 


+ 


n and 


PI* [Initialize,] Set a 


m 


for n>m>l> Then set a 0 <—Q and m 1 


P 2 . [Store the final part-] Set a m i- n and q m 


[n — 1 j. 


P 3 , [Visit,] Visit the partition Then go to P5 if a q / 2 


l f m 


m+ 1 ， and return to P3. 


P4. [Change 2 to 1 + 1 ,] Set aq q q 

(At this point we have a 

P5* [Decrease a q ] Terminate the algorithm if g = 0 . Otherwise set x 


for 


a 


Q 





n 


m 


9 + 1, and m — g + 1, 


P 6 < [Copy x if necessary.] If n < return to step P 2 . Otherwise set a 

m m + 1, n n — and repeat this step. 





Notice that the operation of going from one partition to the next is particularly 
easy if a 2 is present; then step P4 simply changes the rightmost 2 to a 1 and ap¬ 
pends another 1 at the right. This happy situation is ， fortunately，the most com¬ 
mon case. For example, nearly 79% of ail partitions contain a 2 when n — 100 * 

Another simple algorithm is available when we want to generate all partitions 

of n into a fixed number of parts. The following method t which was featured 
in C. F, Hindenburg’s 18th-century dissertation - [InBnitmomii Dignitatum Ex- 
ponentis Indeterminati (Gottingen, 1779) ， 73-91], visits the partitions in colex 
order, namely in lexicographic order of the reflected sequence a m ■… a 2 a \： 

Algorithm H (Partitions into m parts } * This algorithm generates all integer 


m-tuples at, such that 

that n> m > 2 . 


am > 1 and at + 


■i ri 


+ n 



n. assuming 


1 for 1 < j < m. Also set 


Hi* [Initialize，] Set ai 卜 n - m + 1 and a 

a m +i <— 

H2* [Visit,] Visit the partition 々 … Them go to H4 if ci 2 > at 


S0t di 


1，卜 


1 , and return to H 2 . 


H3. [Tweak a\ and 

H4, [Find j.] Set j 3 and s ai +勿 一 1, Theiij if aj > a\ — L s set s 


j j + 1 , and repeat until aj < — L (Now 


s 


a! + … + Gj-i 




s + a j 

i.) 


H5* [Increase aj.] Terminate if j > m. Otherwise set x 4 - aj + 1, aj x, 




H6 - [Tweak 

Finally 


a 


■ 

j 



While i > 1, set f ㈠ 卜； r ， 沒卜 s 

and return to H 2 , 


1 a. n 


x, and 





For example, when n = 11 and m — 4 the successive partitions visited are 

8111, 7211 ， 6311, 5411, 6221 ， 5321 ， 4421 ， 4331 ， 5222, 4322, 3332. ( 7 ) 

The basic idea is that colex order goes from one partition ai, " a m to the next by 
finding the smallest j such that aj can be increased without changing a J+ i " • a m - 
The new partitioo a [ …心 will have a[ > - + 1 and ai + … + a;= 
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• + a” and these conditions are achievable if and only if ^ < ai 


1 


Furthermore, the smallest such partition ai " ■ a f m in colex order has a f 2 




a 


a j + 


Step H3 handles the simple case j = 2 f which is by far the most common. 
And indeed ? the value of j almost always turns out to be quite small; we will 
prove later that the total running time of Algorithm H is at most a small constant 
times the number of partitions visited，plus O(m). 


Other representations of partitions, WeVe defined a partition as a sequence 


of noneegatlve integers a%a 2 


with ai > a 2 ^ 


and a\ + a 2 + 


0- » ■■ 


n } but 


we can also regard it as an n-tuple of nonnegative integers ciq … c n such that 


C\ + 2ca + 


i| ■■ M 


+ ncn 


n 


( 8 ) 


Here Cj is the number of times the integer j appears in the sequence aia 2 * * *; 


for example, the partition 331 corresponds to the counts cj 


1 ， 


0, 



c 4 — c b = — Cj = 0. The number of parts is then Ci + C 2 + - - - + A procedure 

analogous to Algorithm P can readily be devised to generate partitions in part* 
count form; see exercise 5. 

We have already seen the part-count representation implicitly in formulas 

like Eq. 1 . 2 , 9 -( 38 )，which expresses the symmetric function 







m m m 




(9) 


N>d n >->d2>di>l 


as 






St 


Ci 1 C2,-pfC n >0 

ci+2caH - bnc n 


pi Cl! 2 〜 C2! 


n c ^c n l 


10 



where S) is the symmetric function x{ + + * - + The sum in ( 9 ) Is 

essentially taken over all n-mnlti combi nations of N y while the sum in ( 10 ) is 
taken over all partitions of n. Thus，for example,, ^3 = |Sf + 15^2 + and 

when N — 2 we have 

x 3 + x 2 y + xy 2 + y 3 = g(^ + J/) 3 + |(x + J/){x 2 + y 2 ) + *(x 3 + y 3 ). 

Other sums over partitions appear in exercises 1.2-5-21^ 1*2.9-10 ， 1 . 2 . 9 - 11 ， 
L2.10-12, etc.; for this reason partitions are of central importance in the study of 
symmetric functions, a class of functions that pervades mathematics in general. 
[Chapter 7 of Richard Stanley’s Enumerafcive Combinatorics 2 (1999) is an 
excellent introduction to advanced aspects of symmetric function theory,] 


Partitions can be visualized in an appealing way by considering 



array 


of n dots, having i dots in the top row and aa in the next row, etc Such an 

arrangement of dots is called the Ferrers diagram of the partition, in honor of 

N. M. Ferrers [see PhiJosopijca/ Mag. 5 (1853), 199-202]; and the largest square 
subarray of dots that it contains is called the Durfee square ，after W* P, Durfee 
[see Johns Hopkins Univ. Circular 2 (December 1882), 23], For example, the 
Ferrers diagram of 8887211 is shown with its 4x4 Durfee square in Fig, 28(a). 
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* 


Fig, 28. The Ferrers 
diagrams and Durfee 
squares of two conju¬ 
gate partitions. 


(a) 888T211 


(b) 75444443 


The Durfee square contains A : 2 dots when k is the largest subscript such that 
a* > k\ we may call k the trace of the partition. 


If a is any partition a\U 2 } its conjugate a 


T 


" is obtained by 


transposing the rows and columns of the corresponding Ferrers diagram. For 
example, Fig, 28(b) shows that (8887211) T = 75444443. When 


a r we 


■ ■■ 

obviously have a — 0 T ; the partition /3 has a\ parts and a has b\ parts. Indeed, 
there’s a simple relation between the part-count representation c: " . q of a and 
the conjugate partition 6162 …’ namely 




+i 


c i 


for all j > L 


11) 


This relation makes it easy to compute the conjugate of a given partition, or to 
write it down by inspection (see exercise 6 ), 

The notion of conjugation often explains properties of partitions that would 
otherwise be quite mysterious- For example, now that we know the definition of 


a 


， we can easily see that the value of j — 1 in step H 5 of Algorithm H is just 

the second-smallest part of the conjugate partition {aj.. *a m ) T . Therefore the 

average amount of work that needs to be done in steps H4 and H 6 is essentially 

proportional to the average size of the second-smallest part of a random partition 

whose largest part is m. And we will see below that the second-smallest part is 
almost always quite small. 

Moreover, Algorithm H produces partitions in lexicographic order of their 
conjugates. For example, the respective conjugates of ( 7 ) are 


41111111, 421I11I, 422111 ， 42221 ， 431111, 
43211, 4322, 4331, 44111, 4421, 443; 


(12 


these are the partitions of n = 11 with largest part 4. One way to generate all 
partitions of n is to start with the trivial partition ‘n’，then run Algorithm H for 


m 


2 ， 3，…， n in turn; this process yields all o in lexicographic order of a T 
(see exerci&e 7). Thus Algorithm H can be regarded as a dual of Algorithm P, 

There is at least one more useful way to represent partitions, called the 
rim representation. Suppose we replace the dots of a Ferrers diagram by boxes, 
thereby obtaining a tableau shape as we did in Section 5 . 1 , 4 ; for example, the 

partition 8887211 of Fig. 28(a) becomes 



( 13 ) 















7.2 丄 4 


GENERATING ALL PARTITIONS 


41 


The right-hand boundary of this shape can be regarded as a path from the lower 
left corner to the upper right corner of an n x n square, and we know from Table 
7 - 2 -JL 3-1 that such a path corresponds to an (n, n)*combmation. 


For example, ( 13 ) corresponds to the TObit string 

0 ,^ 01001011111010001,^1 = O 28 !^ 2 !^ 1 !^ 1 !^ 3 ! 27 , 


(14) 


where we place enough 0 s at the beginning and Is at the end to make exactly 71 of 
each. The 0 s represent upward steps of the path, and the Is represent rightward 
steps. It is easy to see that the bit string defined in this way has exactly n 
inversions; conversely, every permutation of the multiset {n ■ 0 ， n * 1 } that has 

exactly n inversions corresponds to a partition of n. When the partition has t 
different parts, its bit string can be written in the form 


- g2 … <it |Pl 091 JP2 QQ2 jPt —Pi —P2 


Pt 


1 


(15) 


where the exponents pj and qj are positive integers. Then the partition’s stan¬ 
dard representation is 




(pi + 


^+pt) qt {pi + 


+ pt~i) 




(Pi) ? s 


( 16 ) 


namely (1+1+5+1) 3 {1+1+5) 1 (1+1) 1 {1 ) 2 — 8887211 in our example. 


The number of partitions* Inspired by a question that 



posed to him by 


Philipp Naude in 1740, Leonhard Euler wrote two fundamental papers io which 
he counted partitions of various kinds by studying their generating hmctions 

[Commentarii Academiae Scientiarum PetropoiitSLnaB 13 (1741), 64-93; Novi 
Comment, Acad, Sci* Pet 3 (1750), 125-169]* He observed that the coefficient 
of 2 n in the infinite product 


(l+z+z 2 + 


+Z j + 


f- * * 


)(l+z 2 +z A +*^ + z 2k + ^ 




)(i+:W. 七 3J + 


ifl 嵋， 


)一 


is the number of nonnegative integer solutions to the equation j+2fc+3?+ 
and 1 + ， + 严 + … is 1/(1 — 2 m 


n 


Therefore if we write 




p(^) = 



z 



(咖 n ， 


㈣ 




0 


the number of partitions of n is p(n)* This function P(z) turns out to have an 
amazing number of subtle mathematical properties. 

For ex ample ? Euler discovered that massive cancellation occurs when the 
denominator of P(z) is multiplied out: 


(i—z)(i— 之 2 )(1- 之 3 }" 


z 



z 2 + z 5 + z 
(一 l) n z( 3n3+n )’ 2 , 


z 


15 



z 22 + z 26 


㈣ 


c»<n<cc 


A combinatorial proof of this remarkable identity, based on Ferrers dia^ams 


appears in exercise 5*L1-14; we can also prove it by setting t* — z and v ^ z 2 in 
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the even more remarkable identity of Jacobi 



lid 

ife=i 






u k ^ l v k ){l 




u k v k ) 


(- i) n u ⑵ 


T 


( 19 ) 


OD 


because the left-hand side becomes H 二 iU 




z 3k — 2 )(l 




r^)(l 




z 3fr ); see 


exercise 5.1.1-20* Euler’s identity ( 18 ) implies that the partition numbers satisfy 
the recurrence 


p(n) 


p(n-l) +p(n — 2 ) 




p(n_5) 


p(n-7) +p(n-12) +p(n-15) 


■ 丨 h k k 


，㈣ 


from which we can compute their values more rapidly than by performing the 
power series calculations in ( 17 ): 


n 


0 


p(n) 




2 

2 


3 

3 


4 

5 


5 

7 


6 

11 


7 


8 


9 


10 


II 


12 


13 


14 


15 


15 22 30 42 56 77 101 135 1T6 


fin) 


We know from Section 1 . 2*8 that solutions to the Fibonacci recurrence 




/(n - 1 ) + f (n — 2) grow exponentially, with /(n) 




0 ( 旷 ） when /( 0 ) 


and /(l) are positive. The additional terms 


■i ■ 

p(n-5) 


p(n—7y in ( 20 ) have a 


dampening effect on partition numbers ， however; in fact, If we were to stop the 
recurrence there, the resulting sequence would oscillate between positive and neg¬ 
ative values. Further terms ‘+p(n — 12) 十 p(n — 15)’ reinstate exponential growth. 

The actual growth rate of p(n) turns out to be of order A^/n for a certain 

constant A, For example，exercise 33 proves directly that p(n) grows at least as 

fast as e 2 ^/n. And one fairly easy way to obtain a decent upper bound is to 

take logarithms in ( 17 ), 


inF(^) = In 



DO 


Z 


EE 


3 


mn 




In 


n 


I 


21 


and then to look at the behavior near z 


1 by setting z 


e 


— t. 


lnP(er 


Z 


e 


— mnt 



i«>I 


n 


E 

n>l 


n e 


tn 


< 


E 

n>I 


C(2) 


n 2 t 


22 


Consequently，since p(n) < p(n + 1 ) < p(n + 2 ) < 


* and > 1 ^ we have 


p(n) 



< 


€ 






e nt P(e^} < 


e nt-h( ： (2)/t 


( 23 ) 


fc— 0 


for all f > 0 * Setting i 


C(2)/n gives 


P(n) < 


Ce 2C ^/VH 


where C 




福 




it/ y/6. 


24) 


We can obtain more accurate iiifoniiation about the size of \nP(e^ t ) by 
using Euler’s summation formula (Section L2.1L2) or Mellin transforms (Sec¬ 


tion 5.2,2); 



exercise 25_ But the methods we have seen so far aren’t powerful 


enough to deduce the precise behavior of P(e^ t ) y so It is time for us to add a 
new weapon to our arsenal of techniques. 
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Euler^ generating function P(z) is ideally suited to the Poisson summation 
formula [J- Ecoie HoyaJe Polytechniqu€ 12 (1823) 7 404 晒 509 ， §63], according to 
which 


oo 


M 



f(n + 9) 


=iim 

M—>oo 


E p 




n=—oo 


TTt = — Af 



oo 


e 


2wmi 


v f(y)dy, 


(25) 


whenever / is a “well-behaved” function. This formula is based on the fact 
that the left-hand side is a periodic function of 8^ and the right-h^nd side is the 
expansion of that function as a Fourier series. The function / is sufficiently nice 
if, for exainple t J^ o |/(y)f dy < oo and either 


i) /(n + 0) is 


analytic function of the complex variable & in the region 


< c for some e > 0 and 0 < < l s and the left-hand side converge 

uniformly in that rectangle; or 

ii} f(9) — I lim e _+o(/( 沒 —e) + f{B + e)) — for all real numbers 

where g »nd k are monotone increasing and g(dooD), /i(±oo) are finite, 

[See Peter Henrici，Applied and Computational Complex Analysis 2 (New York: 
Wiley, 1977), Theorem 10 6.2 ] Poisson、formula is not a panada for summation 

problems of every kind; but when it does apply the results can be spectacular^ 
as we will see. 

m 

Let us nmltiply Euler's fnmiula ( 18 ) hy z 1 ^ 24 in order to “complete the 


square a : 


2 


1/24 


oo 




Ed 


z 


i« 


( 26 ) 


n=-i» 


Then for alH > 0 we have e t/24 /P{e *) = Y1 


OO 


f (n ) ， where 


/(■y) = e - ！ 心 +A ) 2 cos Try 


( 27 ) 


and this function / qualifies for Poisson s suuiniation formula under both of the 

- 2wmiv f(vh 


criteria (i) and (ii) stated abcjvti- Therefore we can try to integrate e 


and for m = 0 the result is 



QQ 


f(v) d V 


OO 



7T 

2t 


2 


e 


/^t 


( 28 ) 


To this we must add 


-3C 



m 



OC 


(e 


2nmiy 


+ e 


2irm 


ly )f(v)dy 




■30 


tn 



f(y) cos 2nrny dy\ 


( 29 ) 


OO 


again the integral turns out lo be doable. And the results (s^e exercise 27) fit 
together quite beautifully, giving 


e -_ 
P(e" e 



OO 






2 


e 



2-tt e 


2 




P ( e -4 作 ) 


($o) 


Surprise! We have proved 紐 other r^m^irkablc fact about P(^): 
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Theorem D, The generating function {17} for partitions satisfies the functional 


rehtion 


lnP(e^) 


C(2) 


+ 



2 


In 


2tt 


24 


+ lnP{e^ f ) 


(SI 


when Ri > 0, 


I 


This theorem was discovered by Richard Dedekind [Cre/ie 83 (1877) T 265™292, 
§6], who wrote rf(r) for the function z l ^ 2i /P(z) when z = e 2mr ; his proof was 
based on a much more complicated theory of elliptic functions. Notice that when 
is a small positive number, In extremely tiny; for example, when 

0.1 we have exp(—47r 2 /^} ^ 3*5 x 10— 172 . Therefore Theorem D tells us 

essentially everything we need to know about the value of P(z) when z is near L 

G ， H. Hardy and S. Ramanujan used this knowledge to deduce the asymp¬ 
totic behavior of p(n) for large n, and their work was extended many years later 
by Hans Rademacher, who discovered a series that is not only asymptotic but 
convergent [Proc. London Math. Soc. (2) 17 (1918) ， 75-115; 43 (1937) T 241- 
254]- The Hardy-Ramanujan - Rademacher formula for p(n) is surely one of the 
most astonishing identities ever discovered; it states that 


p(n) 


7T 



2 S /4 3 3/4( n _ 1/24)3/4 



A k (n) 


k 



h/ 


2 



( 32 ) 


Here J 3/2 denotes the modified spherical Bessel function 


h/2(z) - (I) 


3/2 


OO 



{z 2 /4) k 


k—Q 


r(fc 十 5/2) 


kl 



2z f cosh 之 sioh z 



z 





( 33 ) 


and the coefficient Ajt(n) is defined by the formula 


Ak(n) 


&叫- w ，- 空 )) 

h=Q 


(34) 


where a(/i T A: ， 0) is the Dedekind sum defined in Eq, 3.3*3"(i6), We have 


乂 “ 打 ) = 1 ， A 2 {n) = (-1)' A 3 (n) - 2 cos ^ ( 35 ) 

and in general Ak(n) lies between —k and k. 

A proof of (32) would take us far afield ? but the basic idea is to use the 

»■ 

“saddle point method” discussed in Section 7.2,1,5, The term for fc = 1 is derived 


from the behavior of P(z) when z is near 1; and the next term is derived from 
the behavior when z is near - 1 ，where a transformation similar to ( 31 ) can be 
applied. In general, the feth term of (32) takes account of the way P(z) behaves 

when z approaches e 2nih ^ k for irreducible fractions h/k with denominator fc; 

every k%h root of unity is a pole of each of the factors 1/(1 - z k ) % 1/(1 - z 2k ), 
1/(1 — z^ 6 )’ ", in the infinite product for P(z)* 
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The leading term of ( 32 ) can be simplified greatly，if we merely want a rough 


approxi mati on: 


p(n) 


ij2n/3 


wr( 1+0 ^ 1/2 )) 


( 36 ) 


Or，if we choose to retain a few more details ， 



For example, p(l ⑻) has the exact value 190,569,292^ formula ( 36 ) tells us that 
p(100) w 1.993 x 10 s ，while ( 37 ) gives the far better estimate 190,568,944.783. 

Andrew Odlyzko lias observed that, when n is large, the Hardy-RamaBiyaii- 
Rademacher formula actually gives a near-optimum way to compute the precise 
value of p{n) ? because the arithmetic operations can be carried out in nearly 
O(logp(n)) = 0(n" 2 ) steps. The first few terms of ( 32 ) give the main contri¬ 
bution; then the series settles down to terms that are of order k~ 3/2 and usually 

of order k~ 2 . Furthermore, about half of the coefficients turn out to be 

zero (see exercise 28), For example, when n = 10 6 , the terms for Jfc = 1 ， 2 , 

and 3 are rn 1,47 x 10 11 。 7 ， 1，23 x 10 55< ^, and —1*23 x 10 站气 respectively. The 

sum of the first 250 terms is ^ 1471684986* … 73818.01, while the true value is 
1471684986.73818; and 123 of those 250 terms are zero. 


The number of parts. It is convenient to introduce the notation 


n 

m 


(38) 


for the number of partitions of n that have exactly m parts. Then the recurrence 



(39) 


holds for all integers m and n, because | 二 —' counts the partitions whose smallest 

part is 1 and | n m m | counts the others. (If the smallest part is 2 or more, we can 
subtract 1 from each part and get a partition of n-m into m parts.) By similar 
reasoning we can conclude that \ m ^ n \ is the number of partitions of n into at most 


m parts, namely into m nonnegative summands. We also know, by considering 

Ferrers diagrams, that 二 is the number of partitions of n whose largest part 
is m, Thus is a good number to know. The boundary conditions 


■ ■ 

n 1 



n 



** 

0 ~ 

- «n0 

and 

m : 

= 0 for Tn < 0 or n < 0 

( 40 ) 


make it easy to tabulate j^j for small values of the parameters, and we obtain 
an array of numbers analogous to the familiar triangles for ( 二 ) ， [ 二 ] ， { 二 }, and 
(1) that we've seen before; see Table 2, The generating function is 
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Almost all partitions of n have B(^/nhgn) parts* This fact，discovered by 

P, Erd 6 s and J. Lehner [Dake Math, J, 8 (1941), 335-345], has a very instructive 

proof: 

Theorem E. Let C = ?r/v/6 and m ^ y/n In n + Xy/n + 0(1). Then 



m 



n 


p(n) 


m 




F(x){l + 0(n^ l/2 ^)) 


( 42 ) 


for all e > 0 and all &xed x as n 



oo 


where 


F(:r) 


e 


c VC 


(43) 


This fiinction F(x) approaches 0 quite rapidly when x 


oo, and it rapidly 


increases to 1 when x +oo; so it is a probability distribution function. Fig¬ 
ure 29(b) shows that the corresponding density function f(x) = F f (x) is largely 


l + R 


are 


concentrated in the region -2 < x <A. The values of |^j = m — 
shown io Fig* 29(a) for comparison when n = 100; In this case ^ y^n In n a 18- 


Froof. We will use the fact that \ m ^ n \ is the number of partitions of n whose 
largest paat is < m. Then, by the principle of inclusion and exclusion, Eq. L3.3- 
( 29 )’ we have 


m+n 

m 




P(n) p(n - j) + V p(n-ii-j 3 ) 







j>m 


h >Ji>m 


J3>i2>ii>m 


because p(n - ji 


j r ) is the number of partitions of n that use each of the 


parts {ji 


"at least once. Let us write this as 


1 


m+n 


pWI 


m 


Si + Ej ^3 + 


E r 



p{n-ji- -j r ) 


>m 


p(n) 


^ (44) 


Table 2 

PARTITION NUMBERS 


rl 


00000000000 


n 



ov Au Au _o« Au 


n 9 


000000000 


2 


n 8 


n 



n 8 


0000000 01 


2 3 


00000001 


2 3 5 


000 0 00 112357 


n 



n 4 


00000 


2 


3 5 71 o 


n 3 


n 



n 


no 


0000 


2 3 5 6 9 


000 


2 3 4 5 7 8 10 

r 


00 


22334455 


o 



1 


00000000000 


o 


2 345678910 11 
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b) f(x): 



一 2 —1 U 1 

Fig* 20* Partitions of n with m parts，when (a) n = 


2 3 4 ^ 

100 ; (b) n oo. {See Theorem E.) 
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0 ^/n 2^/n 



IS 


2C 


Theorem E tells us that the largest part of a random partition almost always 

+ 0 (v^)，and when n is reasonably large the other parts tend to 


be predictable as well. Suppose，for example, that we take all the partitions 
of 25 and superimpose their Ferrers diagrams, changing dots to boxes as in the 
rim representation* Which cells are occupied most often? Figure 30 shows the 
result: A random partition tends to have a typical shape that approaches a 


limiting curve as n -4 oo. 

H. N. V. Temperley [Proc, Cambridge Philos. Soc, 48 (1952) ， 683-697] 

gave heuristic reasons to believe that most parts of a large random partition 
ai … a m will satisfy the approximate law 


e ^Ck/^/n + e -Ca k /^/n ^ 


(49) 


and his formula has subsequently been verified in a strong form* For example, a 

theorem of Boris Pittel [Advances 122 Appiied Math, 18 (1997), 432-488] allows 

us to conclude that the trace of a random partition is almost always ^-3-y/n rs 

0*54^^ in accordance with ( 49 )，with an error of at most 0{y/n Inn) 1 ^ 2 ; thus 


about 29% of all the Ferrers dots tend to lie in the Durfee square- 

If，on the other hand, we look only at partitions of n with m parts, where 
m is fixed，the limiting shape is rather different: Almost all such partitions have 




n , m 
— In 


m 


k 


(50) 


if m is reasonably large. Figure 31 illustrates the case n = 50, m = 5. In fact ， 
the same limit holds when m grows with n, but at a slower rate than ^/n [see 
Vershik and Yakubovich, Moscow Math. J + 1 (2001), 457-468]. 



Fig. 31, The limiting shape ( 50 ) when there are m parts* 
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The rim representation of partitions gives ws further information about par¬ 
titions that are doubly bounded, in the sense that we not only restrict the number 
of parts but alao the size of each part. A partition that has at most m parts, 
each of size at most fits inside an m x I box. AH such partitions correspond 
to permutations of the multiset {m 甲 0 , f • 1 } that have exactly n inversioiis, and 
we have studied the inversions of multiset permutations in exercise 5,1.2-16* In 
particular，that exercise derives a nonobvious formula for the number of ways 

n inversions can happen; 

Theorem C* The number of partitions of n that have no more thm m parts 
and no part larger than l is 


n( 


+ m 


m 


(圳 





i+l 


)(i 


z 


t+2 



Z 


t+m 


z 



Z 



z 2 ) 


"(1 一 


z 



( 51 ) 


This result is due to A* Cauchy, Comptes Rendus Acad. Sci. 17 (Paris, 1843 )， 
523*53L Notice that when l —¥ oo the numerator becomes simply L An interest¬ 
ing combinatorial proof of a more general result appears in exercise 39 below, 

Analysis of the algorithms 4 Now we know more than enough about the 

quantitative aspects of partitions to deduce the behavior of Algorithm P quite 
precisely* Suppose steps PI” " ， P 6 of that algorithm are executed respectively 
Ti(n) ，， .. ， T§(n) times. We obviously have (n) = 1 and r 3 (n) = p(n); further¬ 
more Kirchhoff’s law tells us that O) = Ta(n) and T 4 (n) + T 5 (n) = T^{n) t We 
get to step P4 once for each partition that contains a 2 ; and this is clearly p(n— 2 ), 

Thus the only possible mystery about the running time of AlgOTithm P is 
the number of times we must perform step P 6 ，which loops back to itself. A 

moment’s thought ， however ? reveals that the algorithm stores a value > 2 into 

the array 002 -. - only in steps P2 and P 6 ; and every such value is eventually 


decreased by 1 , either in step P4 or step P5_ Therefore 


T 2 (n) + T 6 (n) = p{n) 




5 


(52) 




where T^(n) is the number of times step P 2 sets a m to a value > 2, Let Tb(w) 

寫 (n) + r|’(n )， so that T^n) is the number of times step P2 sets a m <- L Then 
T^n) + T^n) is the number of partitions that end in 1 ， hence 

G(n ) 十 r 4 (n) 1 ). ( 53 ) 

Aha! WeVe found enough equations to determine all of the required quantities: 


(lUn )， …， r 6 (n)) 



p(n) 




p{n-2), p{n) t p(n- 2 ), p(n)-p{n-2), p(n— 1 ) — 1 ) 


(54) 


And from the asymptotics of p(n) we also know the average amount of compu 

tatlon per partition: 


Ti(n) 



Te(n) 



2 C 

\/n 


2C 


2C 


C 


\[n yfn 




+ O 



(55) 


where C = ir/y/6 ^ 1+283. (See exercise 45.) The total number of memory 

accesses per partition therefore com 明 to only 4 — 3C/ y/n + 0(l/n), 
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Whoever wants to go about generating a It partitions 

not only immerses himself m immense fabor f 
but aiso must take pains to keep fully attentive, 

so as not to he grossly deceived. 

— LEONHARD EULER, De Partitione Numerorum (1750) 


Algorithm H is more difficult to analyze，but we can at least prove a decent 
upper bound on its running time. The key quantity is the value of j"，the smallest 
subscript for which aj < ai - 1 . The successive values of j when m — 4 and 

n = 11 are (2, 2,2, 3, 2,2,3,4,2,3, 5)，and we have observed that j — + 1 


bi is the conjugate partition (a\ • •. a 



(See ( 7 ) and ( 12 ).) Step H3 


when b 

singles out the case jf = 2 , because this case is not only the most common，it is 
also especially easy to handle. 


n 

m 


Let Ctn(n) be the accumulated total value of j — 1 T summed over all of the 
I partitions generated by Algorithm H. For example, c 4 (ll} = 1 + 1 + 1+24- 

+ 1 + 2 + 3 + 14-2 + 4 = 19. We can regard c m (n)/ 


as a good mdkation 
of the miming time per partition, because the time to perform the most costly 
steps ， H4 and H 6 , is roughly proportional to j - 2 , This ratio e m (n)/| 二 j is not 


bounded, because Cmfrn) = m while 
that Algorithm H is efficient nonetheless: 




1 . But the following theorem shows 


Theorem H, The cost measure c m (n) for Algorithm H is at most 3| 二 | + m. 
Proof, We can readily verify that £^(«) satisfies the same recurrence as 匕 |， 

namely 

Cm(n) - + for m,n> 1, (56) 

if we artificially define ^(n) = 1 when 1 < n < m; see { 39 ), But the boundary 
conditions are now different : 


一 ⑼ =[m > 01 ; co(fi) = 0 . 

Table 3 shows how ^(n) behaves when m and n are small. 

To prove the theorem t we will actually prove a stronger result, 


c m (n) ^ 3 



for n > m > 2. 


(57) 


(58) 


Exercise 50 shows that this inequality holds when m < n < 2m } so the proof 
will be complete if we can prove it when n > 2 m. In the latter case we have 

c m (n) = Ci(n 一爪 ) + C 2 (n — m) + c$(n — m) + … + Ctn(n — m) 

s 1 十 (3| tt 2 m | + 3-n+m) + (3| n ^ m | 4 - 5—n+m) + •" 

+ (3d+2m-l-n+m) 

=Sh- 771 ] +3 % m | + * " + 3| n ' m | — 3 + m 2 — (m — l)(n-m) 

— 3]^ + 2m 2 — m - (m — l)n — 3 

by induct ion; and 2m 2 — m — (m— l)n — 3 < 2m — n— 1 because n > 2m + 1* | 


7,2 丄 4 


GENERATING ALL PARTITIONS 


51 


Table 3 

COSTS IN ALGORITHM H 

n co(n) ci(n) C 2 (n) cs{n) C 4 (n) cs(n) c©(n) c 7 (n) c 8 (n) cg(n) c l0 (n) c u (n) 


A Gray code for part it ions» When partitions are generated in part-count 
form ci. ..Cn as in exercise 5, at most four of the Cj values change at each step - 


But we might prefer to minimize the changes to the individual parts, generating 
partitions in such a way that the successor of a |02 - -a n is always obtained by 


simply setting a^ ^ aj +1 and a^ 





1 for some j and k, as in the “revolving 


door” algorithms of Section 7.2.L3* It turns out that this is always possible; in 

fact，there is a unique way to do it when n = 6: 


111111 ， 21111 ， 3111 ， 2211, 222, 321 ， 33, 42, 411 ， 51 ， 6. 


(59) 


And io general，the | m ^ n | partitions of n into at most m parts can always be 

generated by a suitable Gray path. 

Notice that a 0 is an allowable transition from one partition to another 
if and only if we get the Ferrers diagram for 0 by moving just one dot in the 
Ferrers diagram for a. Therefore a T 0 T is also an allowable transition. It 
follows that every Gray code for partitions into at most m parts corresponds to 

a Gray code for partitions into parts that do not exceed m* We shall work with 
the latter constraint. 

The total number of Gray codes for partitions is vast ： There are 52 when 
n = 7, and 652 when n = 8; there are 298,896 when n = 9, and 2,291,100,484 
when n = 10. But no really simple construction is known. The reason is probably 

that a few partitions have only two neighbors ， namely the partitions d n ^ d when 

■ 

< d < n and d is a divisor of n. Such partitions must be preceded and followed 
by {(d+l)d n ’ d — 2 (rf*l), d n / d_1 (d—1)1}，and this requirement seems to rule out 
any simple recursive approach, 

Carla D. Savage [J, Algorithms 10 (1989), 577-595] found a way to surmount 
the difficulties with only a modest amount of complexity. Let 



L”/mJ 


/x(m, fi) 



=m m 


■ ■ V 


m 


(n mod m) 


(6o) 


1i 




o 



11 1A 1- 1 I® 1i l- 


1 1 9 9 1 Q 




8 8 051 1 


i 1 i 1 1 T T s10 14 


6 6 7 91318 


1 


5 5 6 8 


2 7 1 

2 


445711121619 


11 - 


1 1 3 3 4 6 7 81 11 214 


2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 


oooooooooooo 
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41/(00)^ > if n < 7; 

J. 


/ 




i(3) 

AL(2) r 

51(2} 

431 

44 


M ⑷ 

if n = 8 ; { 54£(4)^ ^ if n > 9 


^53 


< n < 13; 


551(5) 


(62) 


R 


m 

5M{4) 

6L(4) 

5541(4) 

5551(5) 


R 


if n > 14, 


( 63 ) 


i(5)= 


M(5) 


7.2,L4 


be the lexicographically largest partition of n with parts < m\ our goal will 

be to constriict recursively defined Gray paths L{m f n) and M(m } n) from the 
partition t n to /i(m, n ) 5 where L(m ， n) runs through all partitions whose parts 
are bounded by m while M{m } n) runs through those partitions and a few morei 
M(m,n) also includes partitions whose largest part is m + 1 , provided that 
the other parts are all strictly less than m. For example y £(3, 8 ) is 11111111 ， 

2111111 ， 311111 ， 221111 ， 22211, 2222, 3221 ， 32111, 3311, 332, while M(3,8) is 


11111111 ， 2111111 , 221111 ， 22211 ， 2222, 3221 ， 
3311, 32111, 311111, 41111, 4211 ， 422, 332; 



the additional partitions starting with 4 will give us “wiggle room” in other 
parts of the recursion. We will define L(m } n) for all n > 0, but only 

for n > 2 m, 

The following construct ion 1 illustrated for m = 5 to simplify the notation ， 
almost works: 


Here the parameter n in L(m ， n) and M(m ? n) has been omitted because it can 
be deduced from the context; each L or M is supposed to generate partitions of 
whatever amount remains after previous parts have been subtracted. Thus, for 
example ， ( 63 ) specifies that 


M(5 ， 14) = 1(4,14), 5M(4,9) r ， 6X(4, 8 ) ， 554i(4,0)' 5551(5,-1) 


the sequence L(5, —1) is actually empty，and £(4,0) is the empty string，so the 

final partition of M(5 T 14) is 554 = #(5,14} as it should be. The notation L(oo 
stands for L(oo^ n) — L{n f n) f the Gray path of all partitions of ti ? starting with 
l n and ending with n l > 

In general ， L{m) and Af(m} are defined for all m > 3 by essentially the 
same rules, if we replace the digits 2, 3 ， 4, 5, and 6 in ( 62 ) and ( 63 ) by m 



m—2, m— 1 ， 771 ， and m+1 ， respectively. The ranges n < 7, n = 8 ? n > 9 become 


n < 2 m 

MB t5l 




3, n 


2m 


2, n > 2m — 1; the ranges 11 < n < 13 and n > 14 become 


2 m + 1 < n < 3 m — 2 and n > 3 m — L The sequences L(0), i(l )， L(2) have 
obvious definitions because the paths are unique when m < 2. The sequence 

M(2) is 1' 21 n " 2 , 31 n * 3 , 221 n _' 2221 n _ 6 , …， #i(2 ， n) for n>5. 




\ 「 > \ 

H 

r (oo l 

Jn rp 4 5 
L 5 6 6 5 
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Theorem S* Gray paths L f (m^ n) for m, n > 0 and forn > 2 m + l > 5 

exist for all partitions with tie properties described above, except in the case 

X/(4, 6 ). f\irtiermore, V and M f obey the mutual recursions ( 62 ) and ( 63 ) 
except in a few coses* 

P^oof. We noted above that ( 62 ) and ( 63 ) almost work; the reader may verify 
that the only glitch occurs in the case 1 ( 4 , 6 )，when ( 62 ) gives 

L(4,6) = L( 2 , 6 ) ， 3X(1,3) h t 41(1,2) ， 321 ， 33 r 42 

llim ， 21111, 2211, 222, 3111 ， 411, 321, 33, 42, ( 64 ) 

If m > 4, we’re OK because the transition from the end of L(m - 2 , 2 m- 2 ) to 
the beginning of (m—l)L(m— 3, m-l) R is from (m—2) (m—2)2 to — 3)2. 

There is no satisfactory path 1(4,6), because all Gray codes through those nine 
partitions must end with either 411 ， 33, 3111, 222, or 2211. 

In order to neutralize this anomaly we need to patch the definitions of 
L{m, n) and M(m,n) at eight places where the “buggy subroutine 1 * L( 4 , 6 ) is 
invoked One simple way is to make the following definitions: 


i'(4,6) = mill, 21111 ， 3111,411 ， 321 ， 33, 42; 
L'(3,5) = 11111,2111,221,311,32. 


㈣ 


Thus, we omit 222 and 2211 from L(4, 6 ); we also reprogram 1(3, 5 ) so that 2111 
is adjacent to 221 . Then exercise 60 shows that it is always easy to “splice in，’ 
the two partitions that are missing from L( 4 3 6 ). 


EXERCISES 

1 . [MSI] Give formulas for the total number of possibilities in each problem of The 
Twelvefold Way. For example, the number of n-tuples of m things is m n , (Use the 

notation ( 38 ) when appropriate, and be careful to make vour formulas correct even 


when m = 0 or n 


00 


2* [20] Show that a small change to step HI yields an algorithm that will generate 
all partitions of n into at most m parts. 


3* [M17] A partition a% 
balanced if |a» — a；| < 1 for 



+ a m of n into m parts ai > 


> a 


is optimally 


< m. Prove that there is exactly one such partition, 
whenever n > m > 1 , and give a simple formula that expresses the jth part m a 


function of m，and n. 

4. [M22] (Gideon Ehrlich, 1974,) What is the lexicographically smallest partition 
of n in which all parts are > r? For example, when n — 19 and r = 5 the answer is 766, 

5. {23} Design an algorithm that generates all partitions of n in the part-count form 
Ci - “c n of ( 8 ), Generate them in colex order, namely in the lexicographic order of 

• ci，which is equivalent to lexicographic order of the corresponding partitions 

For efficiency, maintain also a table of links kh … L so that，if the distinct 




dl 02 




values of k for which Ck > 0 are k\ < 




< we have 


l 


o 


k 


i 


k 


k 


2 



k t , 


h 


0 


(Thus the partition 331 would be represented by a ., ■ c 7 = 1020000 , Iq 
and lj = 0 ; the other links 12 ^ Uy h can be set to any conveiiieiit values.) 


1 , I 


3, 
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0. [20] Design an algorithm to compute fcibz -,. — (aia^ ■ - ■ ) r ，given a!a 2 ■ ■ … 

7, [M20] Suppose ai.., a n and ai … < are partitions of n with fl! > - - > a n > 0 

and a[ > —• > a n > 0^ and let their respective conjugates be b x , r . & 疗 =(a! " - a n ) r ， 

6i … = (ai “ • a;) T * Show that 6! • “ b n < 的 ■ 6“ if and only if a n , - . aj < . ai * 

8* [15] When (pi .*, pt f qi. ,. qt) is the rim representation of a partition diO<2 - >» bs 
in (15) and (16 )， what is the conjugate partition (aia 2 …） T : bii> 2 …? 


9* [22] If . &m Md 6162 " ■ i) m = (aia^ - ,, a m ) T are conjugate partitions，show 

that the multisets {d!+l ， a 2 + 2 , " ”a m + m} and {&i+ l ，&2 + 2 ” • ■ ， 6 m + m} are equal 

10 . [21] Two simple kinds of binary trees are sometimes helpful for reasoning about 
partitions: (a) a tree that includes all partitions of all integers ? and (b) a tree that 
includes all partitions of a given integer n，illustrated here for n = 8 : 




12222 



(b) 


Deduce the general rules underlying these constructions. What order of tree traversal 
corresponds to lexicographic order of the partitions? 

11 * [M&2] How many ways are there to pay one euro, using coins worth 1 ， 2, 5, 10, 
20, 50, and/or 100 cents? What if you are allowed to use at most two of each coin? 



12* [M21] (L, Euler ， 1750.) Use generating functions to prove that the number of 


ways to partition n into distinct parts is the mimber of ways to partition n into odd 

parts. For example, 5 = 4+ 1 = 3 +2; 5 = 3+l + l = l + l + i + l + l* 


[Note: The next two exercises use combinatorial techniques to prove extensions of 
this famous theorem .】 


► 13 ， [M85] (F, Franklin, 1882.) Find a one-toone correspondence between partitions 
of n that have exactly k parts repeated more than once and partitions of n that have 
exactly k even parts. (The case fe = 0 corresponds to Euler's result.) 

► 14. [M28] (J. J. Sylvester ， 1882.) Find a one-to-one correspondence between parti¬ 


tions of n into distinct parts ai > as > 


■ * * 


> a 


that have exactly fe “gaps” where 


aj > aj+i + 1 ， and partitions of n into odd parts that have exactly fc + 1 different 
values* (For example, when k — 0 this construction proves that the number of ways to 
write n as a sum of consecutive integers is the number of odd divisors of n,) 

15* [M20] (J. J ， Sylvester；) Find a generating function for the number of partitions 

nan 

that are self-conjugate (namely, partitions such that a 


— a 



16. [M21 ] Find the generating function for partitions of trace k, and sum it on i to 
obtain a nontrivial identity- 
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17. \[M26] A joint partition of n is a pair of sequences (ai, ,,, ,a r ; bi，" 
positive integers for which we have 


6 tf ) of 


di > 


> Oti 


h > 


•id# 


>6 


and ai + 


甲甲 


- ! + + in + 


* * * 


+ b B 


n. 


Thus it is an ordinary partition if 3 




0 , and a partition into distinct parts if 



0. 


a) Find a simple formula for the generating ftinction summed over all 

joint partitions of n with r ordinary parts a ； and s distinct parts hj. 

b) Similarly, find a simple formula for v^z n when the sum is over all joint partitions 


that have exactly r + 5 




t total parts, given the value of t. 


c) What identity do you deduce? 

► 18* |[MjS 5] (Doron Zeilberger-) Show that there is a one-to-one correspondence be¬ 
tween pairs of integer sequences (<h ， d 2 , • • • ， tir; 62 , ^ 6 #) such that 


d\ ^ G2 2 $ Clr 



h 


b. 


and pairs of integer sequences (ei ， € 2 ,… ， c r +#； di ，如，…， 



)such that 


Cl >c 2 > 




> C r+ 


dj e { 0 , 1 } for 1 < i < r 



s 


related by the multiset equations 


{fli ， 中 2, 


.j flr} — {cj I dj 




0 } and { 61 , 62 ” - -，M 




{Cj + r + 5 




j_ K 




Consequently we obtain the interesting identity 


E 


+ ar +^ 1+ + b ， 


E 


奴 、di + … +dt + ■■+€(+(( —l)dj 


ai Da r >0 




19* [JW2l] (E, Heine ， 1847,) Prove the four*parameter identity 


(l-u;xz m )(l-wyz m ) 


-wz m )(l-wxyz m ) 



w 


(x-l)(x—z) * *, ( 怎一 2 




(y - 名 


)z k 


(l-z)(l—z 2 ), + , ( 1 — 一 )( 1 —mz)(l— 肌 2 ) • ^(l—wz k ) 


Hint: Carry out the sum over either k or l in the formula 




I (z — az) (2 — 122 

■ ■ ■ mtm *■ ihb ■ 


kA>0 


(1 一 4(1 


z 3 ) 


(之 

r ■ 


(1 


az k ) (2 


2 


(1 


bz){z - bz 2 ),, ,(z ^ bz l ) 


-2)(U) … (U) 



and consider the simplifications that occur when b = auz. 

20 , [M21] Approximately how long does it take to compute a table of the partition 
numbers p(n) for 1 < n < 7V S using Euler's recurrence ( 20 )? 

21 , [M21] (L* Euler.) Let q(n) be the number of partitions into distinct parts. What 
is a good way to compiite q(n) if you already know the values of p(l) y -" ， p(n)? 

22, [HM21] (L. Euler-) Let a(n) be the sum of all positive divisors of the positive 


integer n. Thus ， a(n) 




n + 1 when n is prime, and a{n) can be significantly larger 


than n when n is highly composite. Prove that, in spite of this rather chaotic behavior 
a{n) satisfies almost the same recurrence ( 20 ) as the partition numbers: 


a(n) = a(n—l) + a(n—2) 


a(n—b) 


a(n-7) + er(n-12) + a(n~15) 


I # I 


for n > 1 , except that when a term on the right is i( 0 )’ the value 'n' is us 权 1 i 



For example, a (11) 


+ 11 




£7(10) + <7(9) 


⑹ 




(7(4) 




a(12) : 1 + 2 十 3 + 4 + 6 +12 




cr(ll) + <r( 10) — cr(7) — <t(5) + 12 




•r A « 4 k _ 

_ __ ead* 

18 + 13-12-7; 
12 + 18-8-6 + 12. 
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23, [IBlfj85] Use Jacobi’s triple product identity ( 19 ) to prove another formula that 


he discovered: 


IIh fc ) 3 = 1 " 3z Hh — + 9^ 10 - *" 

Jfc=l 


OQ 




+ 1 


z 


0 



24. [M26] (S. Ramanujan, 1919,) Let ^4( 名） =— 之勺 4 - 


a) Prove that [z n ] 4(z) is a multiple of 5 when n mod 5 = 4. 

Prove that [z n ] has the same property, if B is any power series with 



integer coefficients, 

c) Therefore p(n) is a multiple of 5 when n mod 5 = 4, 

25* [jffltfjg?] Improve on ( 22 ) by using (a) Euler’s summation formula and (b) Mellin 
transforms to estimate lnP(e^ t ), Hint: The dilogarithm function Lh{x) - x/1 2 + 
x 2 /2 2 + x 3 /3 2 + … satisfies U 2 (x) + U 2 (l -x) = <( 2 ) — (In x) ln(l - x), 

to prove that 


26, In exercises 5.2:2-44 and 5,2,2-51 we studied two ways 


7TU — 1) H- 0(71 

Show that Poisson’s summation formula gives a much stronger result, 

the calculations leading to Theorem D. 

28* （ D、IL Lehmer) Show that the Hardy-Raraanujan-Rademacher coeffi¬ 

cients Ak(n) defined in ( 34 ) have the following remarkable properties ； 

a) If i is odd，then Aik(km + 4n + (k 2 — 1 )/ 8 ) = A 2 {m)Ak{n). 

b) If p is prime, p e > 2 , and fe 丄 2p, then 


27* [HM2S] Evaluate ( 29 ) and complete 


} for all M > 0 , 



A^ k {k 2 m + p u n - (k 2 + v 2€ - i)/24) = A p , (m)A k (n). 

In this formula k 2 + — 1 is a multiple of 24 if p or A is divisible by 2 or 3; 

otherwise division by 24 should be done modulo p € k, 

Ff p is prime, |4 pC (n}f < 2 [ p> 〜" 3 + 

d) If p is prime ? A p ^ (n) ^ 0 if and only if 1 — 24n is a quadratic residue modiilo p 
and either e = 1 or 24n mod p 一 1 • 

e) The probability that Ak{n) = 0, when fe is divisible by exactly £ primes > 5 and 



n is a random integer，is approximately 1 


2 


► 29 ， [M16] Generalizing ( 41 ), evaluate the sum 
30 ， [MI7] Find closed forms for the sums 




Z 






T ， z 


a m 


㈤ E 


n 


k>Q 


m 


km 

I 




and (b) ^ 


Jfe>0 


n 


m 



{which are finite, because the terms being summed are zero when k is large). 


31, [M24] (A, De Morgan, 1843-) Show that 

find a similar formula for | 



Ln/ 2 」and g 


1 


L(n 2 + 6)/12] 


32. [Ml5] Prove that |^| < p(n - m) for all m T n > 0- When does equality hold? 

33. [HM20] Use the fact that there are exactly (^1^) compositions of n into m parts ， 

Eq, 7.2.1. 3 -( 9 )，to prove a lower bound on 
mentary lower bound on p(n). 


Then set m = to obtain an ele- 
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34. [ 10421 ] Show that 

parts. Consequently 


—m(m —1)/2 


is the number of partitions of n into m distinct 


n 

m I 


n 


m! (m — 1 )! 


1 + 0 


m 


3 


n 



when m < n 1 ’ 3 



35. [WvI 21 ] In the Erdos-Lehner probability distribution ( 43 )，what value of x is 
(a) most probable? (b) the median? (c) the mean? (d) What is the standard deviation? 

36 、 [HM24] Prove the key estimate ( 47 ) that is needed in Theorem E + 

37. [M 22 ] Prove the incltision-excliision bracketing lemma ( 48 )，by analyzing how 
many times a partition that has exactly q different parts exceeding m is counted in the 
rth partial sum. 

38, [M20] What is the generating function for the partitions of n that have exactly 
m parts, and largest part i? 

39- [M£5] (F, Franklin.) Generalizing Theorem C, show that，for 0 < ft < m, 




z 


i+i 





z 





之 )（1 




之 2 ). 


酔 i 



Z 



is the number of partitions a\U 2 ^ * of n into m or fewer parts with the property that 

a! f flfc+i +!, 

40* [M 綱 (A* Cauchy.) What is the generating function for partitions into m parts ， 
all distinct and less than /? 

41* Extend the Hardy*Ramanujan=Rademacher formula ( 32 ) to obtain a 

convergent series for partitions of n into at most m parts, with no part exceeding I• 

42* [HM 42 ] Find the limiting shape，analogous to ( 49 ), for random partitions of n 
into at most 8 ^/n parts, with no part exceeding assuming that $<p > 

43. [MSI] Given n and fc, how many partitions of n have 01 > 02 > 1 > ajt? 

► 44* [M22] How many partitions of n have their two smallest parts equal? 

45. [HM 21 ] Compute the asymptotic value of p{n-l)/p(n) t with relative error 0{n^ 2 ). 
46* [M20] In the text’s analysis of Algorithm P, which is larger, 7^(n) or T 2 (n)? 

► 47* [HMS2] (A. Nijenhuis and H. S, Wilf ， 1975.) The following simple algorithm, 


based on a tabte of the partition numbers p( 0 ) ， p(l ) 3 


p(n)j generates a random 


partition of n using the part-count representation ci, *, c n of ( 8 )_ Prove that it produces 
each partition with equal probability. 

Nip [Initialize.] Set m i- n and ci " ■ c„ e 0 … 0, 

N2. [Done?] Terminate if m = 0. 


N3* [Generate.] Generate a random integer M in the range 0 < Af < mp(m). 


N4, [Choose parts.] Set s 0. Then for j = 1 , 2, 




I 


n and for k 


1, 2, 


… ,L m /iji repeatedly set 5 4—5 + kp(m — jk) until 3 > M 
N5* [Update.] Set c* t Ck + j ， m — m - jk ， and return to N 2 , 

Hint: Step N4 3 which is based on the identity 


l^/j] 












fc = l 


chooses each particular pair of vbJu €8 ( k) with probability kp(m — jfe)/(mp(m)) 
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48. [HM40] Analyze the running time of the algorithm in the previous exercise. 

40- [BMM] (a) What is the generating function F(z) for the sum of the smallest parts 
of all partitions of n? (The series begins z + 3 ;s 2 + 5 z 3 十 9 之 4 + I2z b + … ■) 

(b) Find the asymptotic value of [z n ] F(z), with relative error 0( 打一 1 }， 


50. [HM33] Let c(m) 




c m ( 2 m) in the recurrence ( 56 ) ， ( 57 )- 


a) Prove that c m (m + fc) = m 


LIE 1 


k + c(k) for 0 < Jfc < m« 


b) Consequently ( 58 ) holds for m < n < 2m if c(m) < 3p(m) for all m. 


c) Show that c(m) 


Tfi is the sum of the second-smallest parts of all partitions of m. 


d) Find a one-to-one correspondence between all partitions of n with second - smallest 
part k and all partitions of numbers < n with smallest part fc + 1 , 

e) Describe the generating function 53 m>0 c(m)z m B 

f) Conclude that c(m) < 3p(m) for all m > 0 . 

51- [M 48 ] Make a detailed analysis of Algorithm H. 

► 52, [MSI ] What is the millionth partition ge 削 rated by Algorithm P when n = 64? 




Hint: p(64) 


1741630 




1000000+ 1^1 +)^j+ j 4 ；| + 


35 



2? 



22 



18 



IS 


53* [M21] What is the millionth partition generated by Algorithm H when m 


and n 




100 ? Hint: 999999 = \^\ + j^f + j + | 


41 



aa 



I? 





54* [MSO] The partition a 

written a 0 or B < a, if a 


Ql£l2 


said to majorize the partition 



6163 “ * 


—+ a* > 61 4 - 


n k 


hk for all k 


a) True or false: 0 implies a > 0 (lexicographically), 

b} TVue or false: of V ^ implies /3 T y a T * 

c) Show that any two partitions of n have a greatest lower bound a A 0 such that 


a 



7 and 沒匕 7 if and only if o A ^ ^ 7 , Explain how to compute a A 0. 


d} Similarly, explain how to com pule a least upper bound a V 0 such that y y q and 
7 >； jS if and only it y > aV 0. 

e) If a has I parts and (3 has m parts, how many parts do a A /3 and a V/3 have? 

f) True or fals«: If a has distinct parts and 0 has distinct parts, then so do a A 0 


and a V j3. 

► 55. [MS7] Contimiing the previous exercise, say that o covers ^ if a 



良 a # 0， 


and cx J b ? implies 7 




d ： or 7 


0* For example^ Fig- 32 illustrates the covering 


relations between partitions of the number 12 . 


a) Let 

h - 


^ if 




fl -2 a b 


and 0 




are partitions for which 




h =a k = \k — l] + [k =/ + 1 ] for all A: > 1 and some / > 1 B Prove that a covers 0 

if and only if a 卜 0 or 卜 a T . 

b) Show that there is an easy way to tell if a covers by looking at the rim 

representations of a and 0. 

c) Let n = (?) + (^ 1 ) where ri 2 > n\ > 0 , Show that no partition of n covers more 
than nj - 2 partitions. 


than n 2 — 2 partitions. 

d) Say that the partition fi is minimal if there is no partition A with p 卜 A, Prove 


that p is minimal if and only if 〆 has distinct parts. 


e) Suppose a 




OtQ !t^- Ofj i^- 


^ a fe and a 


are minimal partitions* Prove that k 




CtQ Q：l ^ 

k f and a k = 


4 ■ -P 


卜 where a k and 



f) Explain how to compute the lexicographically smallest partition into distinct parts 

that majorizes a given partition a- 

g) Describe X n , the lexicographically smallest partition of n into distinct parts* What 


the length of all paths 


ao a% h 


a . 


屺 ? 
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Fig. 32* The majorization 
lattice for partitions of 12: 
(See exercises 54-58.) 



1211111111111 


liimiiinii] 


h) What are the lengths of the longest and shortest paths of the form ti 1 = ao$ oti^ 


oci 


1 ' where ay covers aj+i for 0 < j < I? 



< a < fx 


56. [M27] Design ao algorithm to generate 
given partitions A and 〆 with A < /i. 

Note: Such an algorithm has numerous applications. For example, to generate all 

partitions that have m parts and no part exceeding we can let A be the smallest such 
partition T namely fn/m] ,. - L n / m 」 85 exercise 3， and let /i be the largest，namely 


p. - ■P r rs ™ 

(( n _ m +l)l m-1 ) A (ll n "J(n mod ◦)- Similarly, according to a well-known theorem of 
IL G- Landau [BuiL MaiL Biophysics 15 (1953) ， 143-148 ]； the partitions of (?) such 
that 


■ m 

L m / 2 i | m - 1 

I 

[2 J 


IW 2 1 


^ Qf ^ (171*1) (771 —2) 21 


are the possible “score vectors^ of a round-robin tournament, namely the partitions 


ai 


a m such lhat the }%h strong 纷 t player wins a 方 games. 
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57. [M22] Suppose & matrix (ay) of Os and 1 $ has row su 




Ti 




aij and column 


suma €j 




53 Then A 




rira … and /i 




eiC 3 • are partitions of n = Ylij a * i - 


Prove that such a matrix exists if and only if A ^ fi T . 


58 , [M23] (Sym 




triad means.) L^t a 


■ * a ^kH(j 


b\ … 6 m be partitions 


of n. Pr 




that the inequality 


ml 


E 弈 


X 


Pm 


> 


ml 




bolds for aU ^omiegatzve values of the variabtas (:i ， 

_ 111 ll j j * jP T ^ v k ^ jm 


all m! permutations of { 1 , • 


of the variables (:i, … ， a: m )，where the sums range over 
m}，if and only if a > (For example, this inequality 


reduces to (j/i + 


■■ 舞 m 


+ Vn)/^ ^ (yi * -yn) 1 ^ in the special c 




m 


n 3 a 


nO 


_0 


/3 




11 


w -r 


* 您 J 




Vj 


1/n 


59. \M22] The Gray path ( 59 ) is symmetrical in the sense that the reversed sequence 


6 , 51 


111111 ia the same as conjugate sequence ( 111111 )' ( 21111 ) r , ■ ■ ■ ， ( 6 ) r . 


Find all Gray paths oti ，*"， a p ( n ) that bib symmetrical in this way, 

.[ 宏 5] Complete the proof of Thegrem S by modifying the definitions of L(m^ n) 
and Jkf(m,n) in all plac 想 where i(4,6) is called in ( 62 } and ( 63 ). 

61- [26] Implement a partition-generation scheme based on Theorem S y always sped- 


fyi 


the two parts that have changed between visits* 


62. [ 46 ] Prove or disprove: For all sufficiently large integers n and 3 < m < n such 
that rt mod m ^ 0 , and for all partilions a of n with ai < m, there is a Gray path 
for aB partitions with parts < m，beginning at l n and ending at a, unless a = l n ot 


a 


21 






# 


[4^] For which partitions A and pt is there a Gray code through all partitions a 



such that X < a 

64 * [32] (Binary partition$,) Desi 

into powers of 2 , where ' a 星 



a loopless algorithm that visits all partitions of ti 




h step replaces 2 * + 2 k by 2 fc+1 or vice versa- 


65. [25] It is well known that every commutative group of m elements can be repre¬ 
sented as a discrete toms T(tni”， ” m rt ) with the addition operation of 7*2.1*3-(60) T 


where m 

m = 360 


饥 i … m 


Tu\ 


2 3 * 3 2 ， 5 1 there 


d is a multiple of m 斤 】 for 1 < j < n> For 




pk r when 



six such groups，corresponding to the factorizations 


(mi ， m 3 ， m 3 ) = (30,6,2) f (60,6,1) ，（ 90,2,2) ， (120,3,1), (180,2,1)，and (360,1,1). 


Explain h 




to generate all such factorizations systematically with m algorithm 


that changes exactly t 




of the factors fUj at each step. 



06* [MSS] (F-patiitionB.) Instead of insisting that a\ > a 2 > y suppose we want 
to consider all nomiegalive compositions of n that satisfy a given partial order. For 
example, R A, MacMahon observed that all solutions to the “up-down” inequalities 
S ^ 0,3 < ai can be divided into five nonoverlapping types: 


> ai > as > \ 


«i ^ > as ^ a 4 ; ai > a 2 > 


CL2 


> a\ > £t 4 > as ； 




> > a L > 


Each of these types is 




ily enumerated since, for example, a 2 > ai > a 4 > is 


equivalent to aa 


2>ai 


l>a 4 




1 > Osi the Dumber of solutions with as > 0 and 


ai +ci 2 +a 3 +fl 4 — nis the number of partitions of n— 1 — 2 — 0—1 into at most four parts. 


Explain h 


■EJ 


to solve • general problem of this kind: Given any partial order 


relation - < on m el 极 nents, consider all m-tuples ai, 


a m with the property that aj > ajt 
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when j -< k. Assuming that the subscripts have been chosen so that j < k implies j 
show that all of the desired m*tuples fall into exactly N classes ? one for each of the out¬ 
puts of the topological sorting algorithm 7.2.L2V+ What is the generating function for 
all such Gi ■ a m that are nonnegative and sum to n? How could you generate them all? 


07. [M25] (P. A. MacMabon^ 1886*) A perfect partition of n is a multiset that has 

exactly n +1 submultisets，and these multisets are partitions of the integers 0, 1 ， … ， n, 

For example, the multisets {1 ， 1 ，1， 1 ,1} ， {2, 2, 1}，and {3, 1 ， 1 } are perfect partitions of 5. 

Explain how to construct the perfect partitions of n that have fewest elements. 

@8 - [MSS] What partition of n into m parts has the largest product ai " when 

(a) rn is given; (b) m is arbitrary? 

69. [M30] Find all n < 10® such that the equation x% + X 2 + 


* A . 


+ X 


XiX2 , ，， X 


has only one solution in positive integers > xj > ^ > ar n * (There is, for example, 

and 


5*2 


- M . .. = V 

only one solution when n = 2, 3, or 4; but 5 + 2 + 1 + 1 + 1 
3 + 3+ l + l + l = 3m-land2 + 2 + 2+ l + U.2,2-l.l-) 

70. [M30] (“Bulgarian solitaire*”) Take n cards and divide them arbitrarily into one 
or more piles. Then repeatedly remove one card from each pile and form a new pile- 

Show that if n = 1 + 2 + -" +m，this process always reaches a self-repeating state 



ith piles of sizes m 



For example, if n — 10 and if we start with piles 


whose sizes are {3, 3,2, 2}，we get the sequence of partitions 


3322 ^ 42211 4 5311 4 442 ^ 3331 



4222 



43111 ^532 


4321 4 4321 



What cycles of states are possible for other values of n? 

■ 

71, [M4S] Continuing the previous probtem，what is the maximum number of steps 

that can occur before n-card Bulgarian solitaire reaches a cyclic state? 

T2. [MS5] Suppose we write down all partitions of n t for example 


6 , 51, 42, 411, 33, 321 s 3111 ， 222, 2211 ， 21111, 111111 

when n = 6, and change each jth occurrence of k to j: 

1 ， 11, 11 ， 112, 12, 111, 1123, 123, 1212, 11234, 123456, 


a) Prove that this operation yields a permutation of the individual elements. 

b) How many times does the element k appear altogether? 


7*2,1*5* Generating all set partitions. Now let’s shift gears and concentrate 

on a rather different kind of partition. The partitions of a set are the ways 

to regard that set as a union of nonempty, disjoint subsets called blocks. For 
example, we listed the five essentially different partitions of {l f 2 t 3} at the 
beginning of the previous section，in 7.2.1. 4 -( 2 ) and 7,2 丄 4-(4)* Those five 
partitions can also be written more compactly in the form 

IB 

123, 12|3, 13[2, 1|23 ， 1|2|3, ( 1 ) 


using a vertical line to separate one block from another. In this list the elemeots 
of each block could have been written in any order, and so could the blocks 
themselves, because L 13J2 T and 4 31|2' and ‘2|13 T and ‘2|31’ all represent the same 
partition. But we can standardize the representation by agreeing, for example, 
to list the elements of each block in increasing order, md to arrange the blocks in 
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increasing order of their smallest elements. With this convention the partitions 
of {1,2,3,4} are 


1234, 123|4, 124|3, 12)34, _4, 134|2, I3|24, 13|2|4 
14|23, 1|234, 1|23|4, 14(2(3, 1|24|3, 1|2|34, 1|2|3|4, 




obtained by placing 4 among the blocks of (x) in all possible ways. 

Set partitions arise in many different contexts. Political scientists and 
economists, for example, often see them as “coalitions” ； computer system de- 


for 


memory accesses 


signers may consider them to be “cache-hit patterns 
poets know them as “rhyme schemes”（see exercises 34-37). We saw in Section 
2.3.3 that any equivalence relation between objects — namely any binary relation 
that is reflexive ， symmetric, and transitive— defines a partition of those objects 
into so-called “equivalence classes、” Conversely，every set partition defines an 
equivalence relation: If i7 is a partition of {l t 2 ,,, n} we can write 


j = k (modulo II) 


(3) 


whenever j and k belong to the same block of il. 


One of the most convenient ways to represent a set partition inside a com 


puter is to encode it as a restricted growth string 、namely as a string a\a 2 ， 
of non negative integers in which we have 


a 



ai 




0 


and 


aj+i < 1 + max(ai ， … ， aj ) tor 1 < j < n* 


(4) 


The idea is to set aj — ak if and only if j = fc，and to choose the smallest 
available number for dj whenever j is smallest in its block* For example, the 
r 槐 tricted growth strings for the fifteen partitions in ( 2 ) are respectively 


0000, 0001， 0010, 0011， 0012, 0100, 0101, 0102 

■ 

0110 , 0111 , 0112 , 0120 , 0121 , 0122 , 0123. 


(5) 


This convention suggests the following simple generation scheme, due to George 
Hutchinson [CACM 6 (1963) ， 613-614]: 


Algorithm H (Restricted growth strings in lexicographic order). Given n > 2 , 
this algorithm generates all partitions of { 1 ， 2 ,.. ■, n} by visiting all strings 

that satisfy the restricted growth condition ( 4 ). We maintain an 

auxiliary array 6162 … b n 、where = 1 + max(a!” " ， aj ); the value of b n is 
actually kept in a separate variable ， m，for efficiency. 



1 


HI* [Initialise,] Set ai *,. a n 0.. , 0, 61 ", 6 n _i i- 1 " ■ 1 ， and m 

H 2 * [Visit.] Visit the restricted growth string a\., ,a ny which represents a 

partition into m + [a n =m] blocks. Then go to H4 if a n = m* 

H3. [Increase a n ] Set a n + 1 and return to H2. 

H4. [Find j,J Set j ^ n — 1 ; then, while aj = set j j 
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H5* [Increase ap] Terminate if j — 1 + Otherwise set aj aj + 1, 

H6. [Zero out … a n ,] Set m bj + [a^ = bj] and j — j + 1. Then, while 

< n, set aj 0, bj f- m y and j j + L Finally set a n ^ 0 and go back 

to H2, 



Exercise 47 proves that steps H4-H6 are rarely necessary, and that the loops 
in H4 and H6 are almost always short, A linked-list variant of this algorithm 


* 


appears in exercise 



Gray codes for set partitions. One way to pass quickly through all set 
partitions is to change just one digit of the restricted growth string a\,a n at 
each step, because a change to a 3 simply means that element j moves from one 
block to another* An elegant way to arrange such a list was proposed by Gideon 
Ehrlich {JACM 20 (1973) ， 507-508]: We can successively append the digits 



m 




or 



墨 


1 





0 


( 6 ) 


to each string a i 

m = 1 +max(ai” 




in the list for partitions of 



1 elements, where 


a 


卜 1 )，alternating between the two cases. Thus the list ‘00, 

01， for n = 2 becomes 4 000, 001, 011 ， 012 T 010, for n — Z: and that list becomes 



, 0001, 0011, 0012, 0010, 0110, 0112, 0111， 

0121 ， 0122, 0123, 0120, 0100, 0102, 0101 


(7) 


when we extend it to the case n = 4. Exercise 14 shows that Ehrlich’s scheme 
leads to a simple algorithm that achieves this Gray-code order without doing 
much more work than Algorithm H. 

Suppose ， however，that we aren’t interested in all of the partitions; we might 
want only the ones that have exactly m blocks. Can we run through this smaller 
collection of restricted growth strings, still changing only one digit at a time? 
Yes; a very pretty way to generate such a list has been discovered by Frank 

Huskey [Lecture Notes in Comp. Sci. 762 (1993) ， 205-206]. He defined two 


such sequences, A mn and A’ mn ，both of which start with the lexicographically 


smallest m-block string 0 n ” m 01 。 The difference between them, if 

> m + 1， is that A mn ends with 01 … (m ， l)0 n _ m while A ; mn ends with 


n 


Qn-m-iQi … Here are Ruskey’s recursive rules, when 1 < m < n 




A 



(n+l) 


乂(爪-1)作(爪 一 ”， — ”、 …， i{ m is even ; 

(m-l) ， A 飄 (m-1) ， … ， A^ n l, A 猶 0, if m is odd; 


A 


( 8 ) 


-l)n 





(m-l)n 


(n + l) 


A 



— l)n 


(m-l), A mn (m-1),,.., A mn l } A^ n 0 y if m is even; 
(m — l)y ?J 4 mn l ， A= n 0, if m is odd- 


(9) 


Of course the base cases are simply one-element lists ， 


乂 ln = J ^irt = {0 n } Arm = (Ul … （疗 一 】)}• 


10 ) 


64 


COMBINATORIAL SEARCHING (F3) 


7.2.1.5 


With these definitions the 


25 partitions of {l^2 + 3 t 4 t 5} into three blocks 


are 


00012, 00112, 011L2, 01012, 01002, 01102, 00102, 
00122】 01122, 01022, 01222, 01212, 01202, 
0120i s 01211, 01221, 01021 s 01121, 00121, 

00120, 01120, 01020, 01220, 012X0, 01200. 




(See exercise 17 for an efficient implement at ioo.) 

In EhrlichS scheme ( 7 } the rightmost digits of vary moat rapidly^ 

but id Riiskey 1 ^ scheme most of the changes occur near the leftn In both cas 0 s T 
however, each step affects just om digit aj 3 and ike changes are quite simple; 
Either change by 土 1 ， or it jumps between the two extreme values 0 and 
1 + max(di” " t Oj-i)- Under the same constraints, Ihe sequence A[ n , Aj n t … t 
A f nn runs through all partitions, in increasing order of the number uf blocks. 

The number of set partitions* We ve seen that there are 5 partitions of 

3} and 15 of {1 ， 2,3,4}、A quick way to compute these counts was dis¬ 
covered by C. S* Peirce, who presentwi the following triangle of numbers in the 

American Journal of MKthemSLtics 3 (1880), page 48: 


15 

52 


10 

37 


7 5 

27 20 15 


12 


203 151 114 S7 67 52 


Here the entries t^ nl f w n 2 


w 


nn 


of the nth row obey the simple recurrence 


OTnfc 




W 


nn- 


切卜 1)1 if 找 > 1; 


U3) 


and W\i 


1- Peirce^s triangle has many remarkable properties,, some of which 


are surveyed in exercises 2&-31- For example 



nk is the number of partitions 


of { 1,2 


■ 1 


n} in whidi k is the smallest of its block. 


The entri^ on the diagonal and in the first column of Peirce^s triangle，which 
tell us the total miraber of set partition^，are coramoDiy known as Bell numbers Y 

because E. T. Bell wrote several influential papers about them [AMM 41 (1934}, 
411-419; Annals of MatJa, 35 (1934), 258-277; 39 (1938), 539-557], We shall 


denote Bell numbers by 



following the lead of Louis Comtel s is order to avoid 


confuaion with the Bernoulli numbers B n . The first few ca&es are 


71 = 0 


10 


11 


12 


tu n 




15 52 203 877 4140 21147 115975 678570 4213597 


Notice that this sequence grows rapidly s but not as fast as nl 


will prove beJow 


that 


W 11 = B(n/logn) rt , 
The Bell numbers 


Cvni for n> 0 must satisfy the recurrence formuja 




n+l 




(：) 


w 


+ 


fi) 


®n-2 + 


HI -§> 


n 

k 


zu 


(14) 
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because every partition of {1 


n 



1 } is obtained by choosing k elements of 


{ 1 ， … ， n} to put in the block containing n +1 and by partitioning the remaining 
elements in w n ^k ways，for some k. This recuTrence, found by Yoshisuke Matsu- 
naga in the 18th century (see Section 7,2.LT), leads to a nice generating function ， 








W 




0 



e 


-l 


( 15 ) 


discovered by W. A. Whitworth [Choice and Chance, 3rd edition (1878) ， 3.XXIV], 

For if we multiply both sides of ( 14 ) by z n /n! and sum on n we get 






% 



撕 n+l 



0 


n! 




k 


kl 



z 




m 


e z n(4, 


and ( 15 ) is the solution to this differential equation with 11(0) = 1 . 

The numbers w n had been studied for many years because of their curious 
properties related to this formula, long before Whitworth pointed out their 
combinatorial connection with set partitions. For example，we have 


nt 


w 



e 






nl 


00 


e 



[糾 E 


k—d 


kl 


l^k n 



e ^o fe! 


(16) 


[Mat. Sbomik 3 (1868) ， 62; 4 (1869), 39; G. Dobinski, Archiv der Math, und 
Physik 61 (1877), 333-336; 63 (1879 )， 108-110】. Christian Kramp discussed 

the expansion of e e ^ in Der polynomische Lehrsatz, ed. by C; F, Hindenburg 

(Leipzig: 1796), 112-113; he mentioned two ways to compute the coefficients, 

namely either to use ( 14 ) or to use a summation of p(n) terms 7 one for each 
ordinary partition of n. (See Arbogast’s formula, exercise 1.2*5-21. Kramp, 

who came close to discovering that formula, seemed to prefer his partition-based 

method, not realizing that it would require more than polynomial time as n got 
larger and larger; and he computed 116015, not 115975, for the coe 迅 cient of ^ 10 .) 

* Asymptotic estimates. We can learn how fast w n grows by using one of the 

most basic principles of complex residue theory: If the power series a ^ zk 

converges whenever |z| < r，then 



^n—1 


2 m 



a 0 +a\z + a 2 z 2 + 

z n 


dz 


i 1 ?) 


if the integral is taken along a simple closed path that goes counterclockwise 


=f. 


Ut f(z) - 


around the origin and stays inside the circle \z 
be the integrand* We’re free to choose any such path，but special techniques 
often apply when the path goes through a point zq at which the derivative /’(:◎) 
is zero, because we have 


/( 之 o 十 — /(^o) + 


r(^) 


2 


e 


+ 0(e 3 ) 


(18) 


in the vicinity of such a point. If, for example, f(zo) and f’(zo) are real and 


positive, say /(%) 


u 


and /"( 2 o ) 二 2v } this formula says that the value of 
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Fig. 33. The behavior of an analytic 

function neau: a saddle point. 


f(zQ±€) is approximately u + ve 2 while /(z 0 ±ie) is approximately u 


V€ 


2 


If z 


moves from zo 


ie to zo + ie，the value of f(z) rises to a maximum value u, then 


falls again; but the larger value u + ve 2 occurs both to the left and to the right of 
this path. In other words, a mountaineer who goes hiking on the complex plane, 

.. * ’ &" 、 ' u H at Zn ： the terrain 

■° t ■ ■ ■■ I t ■ ■■ l ■ ■ nr mr "r 1 齓 s" i u -p- —— ■ 一 — ■— 一 ~ — ■■ j — —— — — — - - ■ p 



when the altitude at point z is 5R/(z )， encounters a a p J 8 

looks like a saddle at that point. The overall integral of f(z) will be the same 
if taken around any path, but a path that doesn’t go through the pass won’t be 
:• nice because it will have to cancel out some higher values of f(z) that could 
have bmn avoided* Therefore we tend to get best results by choosing a path that 

goes through zq, in the direction of increasing imaginary part. This important 
technique’ due to R Debye [Math, Aunaien 67 (1909), 535-558], is called the 

“saddle point method” 

Let’s get familiar with the saddle point method by starting with an example 
for which we already know the answer: 



(n 


i)! 


2ni 



e 


Z 




dz. 


z 


(19) 


Our goal is to find a good approximation for the value of the integral on the right 


when n is large. It will be convenient to deal with f(z) 




e z /z n by writing it as 


e g ^ where g(z) 


— z 


n In z; then the saddle point occurs where 3 f (zo) 




l—n/zo 


is zero, namely at zq = If ^ 


n + it we have 


g{z) ^ g{ n) + 


n 


nlnn 




t 2 

2n 



u 3 


3n 2 



t 4 

4n^ 


it 5 


5r 4 


+ 


because 9 ⑷ ( 之 ) = (一 1 产(灸 一 l)!n/z k when k > 2 - Let’s integrate f(z) on a 
rectangular path from n — im to n + im to —n + im to —n — im to n — im: 


n+ im to 


im to n 


im: 


2m 


/ 


€ 


Z 


Tl 


dz 



2?r 



m 


n 


f(n + it) di 



m 


2m 


/(< + im) dt 


n 



2 贯 



m 


f (一 n + it)di: + 



m 


2wi 



n 


f(t — im) dt 


n 



GENERATING ALL SET PARTITIONS 


67 


7.2 丄 5 


Clearly \f(z) 
because \e z \ 


e 


2" 


n f(n) on the last three sides of this path if we choose m = 2 n ? 
and \z\ > so we’re left with 



2 ?ri 



e 





dz 


2tt 



m 


#(n+it} dt + Q 


ne 


n 


m 


2 n n n 


Now we fall back on a technique that weVe 



several times before 


for example to derive Eq* 5 丄 4 -( 53 ): If /(*} is a good approximation to f(t) 


a 


when t € A, and if the sums Ylt€B\A /(*) Y^tec\A /(0 ^ then 

YLtec /(*) ^ a good approximation to Ylt£B The same idea applies to 

integrals as well as sums* [This general method, introduced by Laplace in 1782, 

is often called “trading tails ”； see CMath §9.4.] If ⑷ < n 1/，2+t we have 


e 


3 (n+it) 


exp 


(9 ⑷ - 



it 

I ■ " mm> ■ 卜 . - ■ 

2n 3n 2 



e 


n n 


t 2 


it 3 


exp 


2n + 3 订 2 



e 



n 


n 


£ 


t 2 /(2n) 



4n 3 

t 4 

3n^ + 4 n 3 


it 3 


+ 0 (n 5e 

t 6 


-3/ 



18n 4 


+ 


0(n 知 ， 2 )) 


And when \t\ > n 1 ^ 2+£ we have 


y ( 时⑷ I < j/( n + i n l/2+^)| = 


€ 

n n 


n 


exp 



ln{l + n 2e 



o 


e 


n—n 


a# /2 


Tl n 


Furthermore the incomplete gamma function 

°° e^ 2n k k dt = 1 >/ 、 (… )/ 2 r ( 

\ 



fe + 1 n 


2e 




2 



0{n°^e 


3 


72) 


is negligible* Thus we can trade tails and obtain the approxi m at ion 



2ni 



e 


2 


dz 


e 


n 


Z 



27TTl n 




e 


£ 3 /(2rt) 


it 3 


t 4 


t 6 





e 


n 


2wn 


n 


Iq + 


3n 2 



3n 2 4n 3 18n 4 


+ 


0 (n 9€ - 3 / 2 )) dt 


3 + 


士 j4 _ ^/ 6+ • 一 )) 



e -^ 2 /( 2n )i k fit. Of course 1^=0 when fe is odd. Otherwise we 


where Ik 

can evaluate Ik by using the well-known fact that 



oo 


e^ e t 2i dt 



r((2i + 1)/2) 
~ a ( ㈣ )/2 




(2 a )(2f+l)/2 


n ⑵ 



( 20 ) 



when a > 0 ; 
the asymptotic estimate 


exercise 39, Putting everything together gives tis, for all e > 0 , 


e 



1 )! 


^ 2 ^ u n -\/2 


1+0 + 


3 


15 




4n 


18n 


+ 0(n 9e - 3/2 )) ; 


21 


this result agrees perfectly with Stirling’s approximation，which we derived by 
quite different methods in 1 . 2 . 11 . 2 -(i 9 ), Further terms in the expansion of 
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g(n + it) would allow us to prove that the true error in (21) is only 0 (n 


because the 




e procedure yields an asymptotic series of the general form 


e n /(V^ 27 rn n_1 ^ 2 )(l + Ci/n + 句 /n 2 + … + c m /n m + 0(n- 爪 - 1 )) for all m. 


Our derivation of this result has glossed over 


m\ 


important technicality: The 


function In : is not single-valued along the path of integration^ because it grows 
by 2 wi when we loop around the origin. Indeed, this fact underlies the basic 

mechanism that makes the residue theorem work. But our reasoning was valid 
because the ambiguity of the logarithm does not affect the integrand f(z) — 


e z /z n when n is 


nvi} 


integer. Furthermore T if n were not an integer, we could 


have adapted the argument and kept ii rigorous by choosing to carry out the 


integral (19) along a path that starts at 


00, circles the origin counterclockwise 


and returns to 


do. That would have given us HankeFs integral for the gamma 


function, Eq, L2;5-(i7); we could thereby have derived the asymptotic formula 



r{x) 



m 



e z 


dz 




e x 


y/2wx x ~^/^ 


1 


12$ 


+ 0(x 



22) 


valid for all real x as x 00, 

So the saddle point method seems to work — although it isn't the simplest 

way to get this particular result. Let’s apply it now to deduce the approximate 

size of the Bell numbers: 




(n — 1)! 


27rie 



e 


^ z) dz 




=e 


nlnz 


( 23 ) 


A saddle point now occurs at the point zq 


=¥ 


f > 0, where 


n. 


(24) 


(We should actually write 《 (n) to indicate that f depends on n; but that would 

clutter up the formulas below ，） Let’s assume for the moment that a little bird 
has told us the value of ^ Then we want to integrate on a path where z : 
and we h ave 


9 ( 4 + 


— 1 


n (In ^ 


(a) 2 e + 1 


2 ! i 2 


c^) 3 e 2 


3! 


2 ! 


⑻ 4 C 3 + 3! 


e 


4! 




十 


-B « 


) 


By integrating on a suitable rectangular path, we can prove as above that the 

integral in (23) is well approximated by 




1/2 


€ 


g(^)^na2t 2 — 


dt } 




*yiM ' 



fc-I 



^1/3 


+(—l) fc (fc - 1) 


k\^ k 


I 

■ 

1 


( 25 ) 


see exercise 43 , Noting that a^t k is 0 (n kc ~ k ^ 2 ) inside this integral, we obtain an 
asymptotic expansion of the form 


w 



r 




- l x/2nn(X+l) 



1 + — 


& 2 




n 2 




+ 0 



Iogn、 m+i 


n 


) 




(26) 
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where ($ 
example, 



l) 3k bk is a polynomial of degree 4k in f* (Se€ exercise 44) For 



20 - 芡 3 - 2(^ 2 — 18 $ + 2 

24 ({ + l ) 3 

夂 8 _ 156^ 7 - - 696《 5 + 1092 C 4 + 2916( 3 + 1972£ 2 — 72£+4 

1152 (( + 1 ^ 

Stirling’s approximation (21) can be used in (26) to prove that 


(27) 



(28) 


^n-l 


exp (n ($ 




1 + 












2 ln (^+ 1) 




1 



12 n 


+ 0 


logn \ 2 


n 



(29) 


and exercise 45 proves the similar fonnula 







exp (n ^ — 1 + i) 一 - lii(4 + l) 




1 



12 n 


+ O 


logn、 2 


n 



(30) 


Consequently we have w n /zu n -i rj e 在 =More precisely 



-1 



1 + 0 



n 


n 



(31) 


But what is the asymptotic value of $? The definition (24) implies that 


4 = Inn 


h 




■:釋 


Inn 


ln(lnn — In^) 


Inn 


In In n + O 


log logn 

logn 


(32) 


and we can go on in this vein ， 肪 shown in exercise 49* But the asymptotic 
series for 《 developed ia this way never gives better accuracy than 0(l/(logn) m ) 

for larger and larger m; so it is hugely inaccurate when multiplied by n in 
formula (29) for or formula (30) for w n . 

Thus if we want to use (29) or (30) to calculate good numerical approxima¬ 
tions to Bell numbers, our best strategy is to start by computing a good mimerical 
value for without using a slowly convergent series* Newton’s rootfinding 
method，discussed in the remarks preceding Algorithm 4.7N，yields the efficient 
iterative scheme 


《0 = Inn ， 


(fc+i 



Cfc + 


(1 + (o 


In Ob) 


(33) 


which converges rapidly to the correct value, For example, when n = 100 the 


fifth iterate 





3.38563 01402 &D05018488 82443 64529 72686 74917 - 


(34) 


is already correct to 40 decimal places. Using this value in (29) gives us successive 
approximations 

(1.6176088053. •., 1.6187421339 … ， L6187065391 … ， 1,6187060254,.,) x 10 114 

when we take terms up to fei, b 2 , 63 into account; the true value of 仿卯 is the 
115-digit integer 16187060274460 … 20741, 


70 COMBINATORIAL SEARCHING (F3) 


7.2.L5 


5 x iO 114 



The Stirling numbers {^ 0 } 
are greatest near m = 28 and m =： 29 


m 


0 


10 


20 


30 


40 


50 


60 


70 


80 


90 


Now that we know the number of set partitions let's try to figure out 
how many of them have exactly m blocks. It turns out that nearly all partitions 
of {l ，， " ， n} have roughly n/( — blocks, with about 《 elements per block. 
For example t Fig. 34 shows a histogram of the numbers when n = 100 and 
e £ ^ 29.54. m 

We can investigate the size of {^} by applying the saddle point method to 
formula 1 *2.9-(23), which states that 


n 


m 


n! 

m! 


， ](e 2 




I) m 


n! 




m! 2iti 



e m ln(e 1 - 1 ) - (n+ 1 } In 怎心 


(35) 


Let a = (n+ l)/m. The function g(z) 




a 


Jn(e 


Z 


1) — In z has a saddle point 


at a > 0 when 


a 


e 


tJ 


a 


(36) 


Notice that a > 1 for 1 < m < n. This special value a is given by 




a 






T{ae~ a ) 


(37) 


where T is the tree ftiuction of Eq, 2,3.44-(30). Indeed^ 0 is the value between 


0 and 1 for which we have 


0e 


一 0 


ae 


a 




the function xe^ x Increases from 0 to e" 1 when x increases from 0 to 1 5 then it 
decreases to 0 again. Therefore 13 is uniquely defined T and we have 


e 


IT 




All such pairs or and 0 are obtainable by using the inverse formulas 


ae 


<T 


a 






a 


e 


(39) 


(40) 


for example, the values a — In 4 and 0 = In 2 correspond to cr = In 2. 

We can show as above that the integral in (35) is asymptotically equivalent to 
an integral of e( n+1 ) s (d dz over the path z — a+it, (See exercise 58,) Exercise 56 
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m—n pm 



r 


(45) 



n\ 

m! (a 


p) n ^ m l3 m V2nN 


1 + 






N 


卞 N 2 卞 


■ 


6 / ^ 
+ 研 +0 


N M 



(43) 


and Stirling’s approximation for (n + 1 )! is evidently ripe for cancellation in the 
midst of this expression. With the help of computer algebra we find 


m 


n 


ml 


X" (卜 1 ㈠ H (… 


2 


+ 


t) 


( 


r 严 

2 + T + 


r 


3^/ Jn 



0(n 4€ ~ l )j 


Exercise 57 proves that iV do if and only if n 


m 


oo- An asymptotic ex 


pansion for similar to ( 43 ), but somewhat more complicated ? was first 
obtained by Leo Moser and Max Wyman, Duke Math. J. 25 (1957), 29-43. 

Formula ( 43 ) looks a bit scary because it is designed to apply over the 
entire range of block counts m. Significant simplifications are possible when m 
is relatively small or relatively large (see exercises 60 and 61); but the simplified 
formulas don’t give accurate results in the important cases when is largest. 
T J ’ 1 1 ■ J1 crucial cases more closely now, so that we can account for 


Let’s look at th . 1 . 

the sharp peak illustrated in Fig. 34* 


Let 


n as in ( 24 ), and suppose m 




exp(C + r/Vn) 




will 


ne r ^H\ 


we 


ume that |r| < n e s so that m is near The leading term of ( 43 ) can be 


rewritten 


as 

(a - B) n ^ m B ir 

(a//3 - l)-/{a 


N 



00 , where (1 


is a polynomial in a and 0. 


(The quantity 


in the denominator comes from the fact that 
-/?)' by ( 37 ) and ( 39 ).) For example ， 


l) m /a n 


k 


6 


P 3 


4a0 2 




a 2 13 


5(2 




响 


8(1 




0 ) 


24(1 - p) 2 


(44) 


proves that the Taylor senes about z 


cr 


j 


g{<r + it) 






f 2 (l - 0) 


2a 2 


OO 


E 

k—3 


(it) k 


kt 


少 V )， 


has the property that 


(a)\ < 2{k - l)\ (1 




for all A > 0 


i- 


( 41 ) 


( 42 ) 


Therefore we can conveEiently remove a factor of N 




(n+l)(l 




/3) from the 


power series (n + l)g(z) } and the saddle point method leads to the formula 


a 



nm 

/I 
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* Random set partitions. 


The sizes of blocks in a partition of { 1 ，， " ，打 } 


constitute by themselves an ordinary partition of the number n* 


Therefore 


we might wonder what sort of partition they are likely to be. Figure 30 in 
Section 7.21.4 showed the result of superimposing the Ferrers diagrams of all 


p{25) 


1958 partitions of 25; those partitions tended to follow the symmetrical 


curve of Eq. 7*2,1, 4 ^( 49 ). By contrast, Fig. 35 shows what happens when we 
superimpose the corresponding diagrams of all ^25 ^ 46386 x IQ 18 partitions 

of the set {1 ， … ， 25}, Evidently the “shape” of a random set partition is quite 

different from the shape of a random integer partition. 

This change is due to the fact that some integer partitions occur only a few 
times as block sizes of set partitions, while others are extremely common. For 


example^ the partition n 


1 + 1 + 


■ ■■ ± 


+ 1 arises in only one way, but if n is 


m 


n 




( 47 ) 


By comparing ( 47 ) to ( 30 ) we see that the largest Stirling number for a 
given value of n is approximately equal to (,w n /\/2im. 

The saddle point method applies to problems that are considerably more 

difficult than the ones we have considered here* Excellent expositions of advanced 



techniques c ― be found in several books: N. G. de Bruijn, Asymptotic Methods 

in Analysis (1958), Chapters 5 and 6 ; F. W, J* 01ver T Asymptotics and Specia] 
Riiictions (1974)，Chapter 4; R, Wong, Asymptotic Approximations of Integrals 
(2001)j Chapters 2 and 7. 


thus the maximum occurs when the number of blocks is 


r 


m+3) 

2(C + D\/n 


+ 0 (( 2 tT 3/2 ) ; 


The squared expression on the last line is zero when 


C + l 

~W 


T 



3((2( + 3} + (e + 2y 


6(f+i)v^ 


+ 


0 (fn 4 卜 ”) 


(46) 


(V- tf- n = exp( C -l + 变 皆 」 ■ ) _ + , 

Therefore the overall result is 


and the relevant quantities related to a and p are 




c- 2 



1 J ts 


+ 

1 i 


邛 





n 


/ 

r 

{+ 
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0 《 



even the partition n = 2 + 2 + … + 2 arises in (n — l)(n - 3) … ( 1 ) ways. When 
n = 25, the Integer partition 


4+4+3+3+3+2+2+2+1+1 


actually occurs in more than 2 % of all possible set partitions, (This particular 
partition turns out to be most common in the case n — 25, The answer to 
exercise 1 * 2 . 5-21 explains that exactly 


n! 


ci!l! c i c 2 ! 2! c ^ … cjn ! 〜 


( 4 8 ) 


set partitions correspond to the integer partition n = ci -1 + c ：2 * 2 + * " + c„ • n. 

We can easily determine the average number of A:-b 里 odes in a random par¬ 


tition of { 1 ” • ■ ， n}: If we write out all m n of the possibilities, every particular 


fc*element block occurs exactly m n ^k times* Therefore the average number is 





W 


(49) 



An extension of Eq. ( 31 } above, proved In exercise 64, shows moreover that 


w 


k 


w 



k((k^ + fc + 1) 


2 (€ 



l) 2 n 


+ 




if k < n 


2/3 




(50) 


where 《 is defined in ( 24 ). Therefore if ， say, k < 71 % formula ( 49 ) simpliies to 


n 


k 


ki 



1 + 0 




fc! 




0{n 2t - 1 )). 


(5i) 


There are, on average, about ^ blocks of size 1 , and ^ 2 / 2 ! blocks of size 2, etc. 

The variance of these quantities is small (see exercise 65)，and it turns out 
that a random partition behaves essentially as if the number of fc-blocks were 
a Poisson deviate with mean ^ k /k\. The smooth curve shown in Fig, 35 runs 
through the points (/(fc) ， fc) in Ferrers-like coordinates, where 


m 




f +1 /(fc + 1)! + e fe+2 /{Jt + 2)!+ dk + 3)! + … 


( 52 ) 
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is the approximate distance from the top line corresponding to block size k > 0 . 
(This curve becomes more nearly vertical when n is larger.) 

The largest block tends to contain approximately elements. Furthermore, 

the probability that the block containing element 1 has size less than ^ + 

approaches the probability that a normal deviat;e b less than a* [See John 
Haigh ， J. ComfamatoriaJ Th eory A13 (1972), 287-295; V, N. Sachkov ， Prob¬ 
abilistic Methods in Comhinatorml Analysis (1997), Chapter 4, translated from 
a Russian book published in 1978; Yu, Yakubovich, J. Mathematical Sciences 87 
(1997) ， 4124-4137, translated from a Russian paper published in 3995; B. Pitted 
J. CombinatoriaJ Theory A79 (1997) ， 326-359.] 

A nice way to generate random partitions of { 1 ， 2 , + ， n} was introduced by 

A. J. Stam ia the Journal of Com bin a tonBl Theory AU5 (1983) ， 231-240: Let 

M be a random integer that takes the value m with probability 


m 



P 


em\ 



(53) 


these probabilities sum to 1 because of (i 6 ) + Once M has been chosen, generate 
a random n-tuple X 1 X 2 “ • X n) where each Xj is uniformly and independendy 
distributed between 0 and M — 1, Then let i = j in the partition if and only if 
Xi — Xj. This procedure works because each fc-block partition is obtained with 
probability T, m >o{m-/m n )p m = : 1 / 口 fl* 


For example, if n = 25 we have 


p 4 ^ ,00000372 


P9 ^ 


Ps -00019696 pio ^ 

^ ,00313161 pu ^ 


p 7 ^ 皿 10279 
p s ^ .07431024 


Pu ^ 

Pl3 ^ 


15689865 p u ^ .04093663 


Pis 



* 


00006068 


21855285 P 15 以 ，01531445 P 20 ^ .00001094 


21526871 

15794784 

08987171 


Piq ^*00480507 
Pit ^ .00128669 

pis ^ .00029839 


p 2 i ^ -00000176 
P 22 ^ .00000026 
P 23 ^ .00000003 


and the other probabilities are negligible- So we can usually get a random 
partition of 25 elements by looking at a random 25-digit integer in radix 9 ， K)’ 
11, oi 12, The number Af can be generated using 3.4.1—( 3 ); it tends to be 
approximately n/f 二 〆 (see exercise 67). 

* Partitions af a multiset. The partitions of an integer and the partitions of 
a set are just the extreme cases of a far more general problem, the partitions of 
a multiset. Indeed, the partitions of n are essentially the same as the partitions 
of { 1 ， 夂 … ， 1 }，where there are n Is. 

Prom this standpoint there are essentially p(n) different multisets with n el¬ 
ements, For example, five different cases of multiset partitions arise when h — 4: 

1234, 123(4, 124(3, 12|34, 12|3|4, 134|2, 13)24, 13|2|4, 

14(23, 14f2|3, 1|234, 1|23|4, 1(2413, 1)2|34 ? 1|2|3|4 ： 

1123, 112|3, 113)2, U|23 t llj2|3, 123|1, 12(13, 12|1|3, 13|1|2, 1]1|23, lj.l|2|3; 

1122, 112|2, 11|22, ll|2j2, 122|1, 12|12, 12|1|2, 1]1|22, ljl|2|2; 

1112, 111|2, 11211 ， 11|12, 11|1|2, 12|1|1, l|ljl|2; 

an, iii|i, n|n, mi|i 5 i(i|i|L 


(54) 
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Algorithm M (Multipartitions in decreasing lexicographic order). Given a 

m}，this algorithm visits all of its partitions using 


multiset {ni 


■ 


1 ， ••” Tlnn 




arrays /o/i … f n ， cgci . ^c ny uqUi ,,, u n} and vqVi … v n as described above, 


where n 


n x + ^ 


■■ m 


+ Um. We assume that m > 0 and ni 


n 



> 0 


When the multiset contains m distinct elements，with n\ of one kind ， n 2 of 


another， …， and n 


m 


of the last, we write p(n ls Ji 2 


n m ) for the total number 


of partitions. Thus the examples in ( 54 ) show that 


p(U ， l ， l) 




15, 


P(2 ， l ， l) 




11 ， 


p( 2 , 2 ) 




9, 


p(3,1) 




7, 


P ⑷ 




5. (55) 


Partitions with m 


2 are often called “bipartitions”; those with m 


3 are 


iS tri part it ions 11 ; and in general these combinatorial objects are known as multi- 
partitions, The study of multipartitions was inaugurated long ago by R A- 

MacMahon [Phiiosophicai IVansactioiis 181 (1890), 481436; 217 (1917), Si¬ 
ll 3; Proc. Cambridge Philos, Soc. 22 (1925) ， 951 - 963]; but the subject is so vast 
that many unsolved problems remain. In the reraeunder of this section and in 
the exercises below we shaU take a glimpse at some of the most interesting and 
instructive aspects of the theory that have been discovered so far. 

In the first place it is important to notice that multipartitions are essentially 
the partitions of vectors with nonnegative integer components, namely the ways 
to decompose such a vector as a sum of such vectors. For example, the nine 
partitions of { 1 , 1 , 2 , 2 } listed in ( 54 ) are the same as the nine partitions of the 
bipartite column vector 21 namely . 


2 

2 ^ 


20 

11 » 


20 

02, 


200 

0111 


20 


i i 

11 ， 


110 

101 » 


110 

002, 


1100 
0011 


(56) 


(We drop the + signs for brevity ， as in the case of one-dimensional integer 

partitions,) Each partition can be written in canonical form if we list its parts 

in nonincreasing lexicographic order* 

A simple algorithm suffices to generate the partitions of any given multiset. 

In the following procedure we represent partitions on a stack that contains triples 
of elements (c T v)^ where c denotes a component number u > 0 denotes the 
ye 1 -unpartitioned amount remaining in component c ? and v < u denotes the 


c componeEt of the current part. 


(c。，Ci ” 


•H * 


) ， （仰 ，^，…）， and {voyVi 


Triples are actually kept in three arrays 

…） for convenience, and a “stack frame” 


array (/o, / 1 ，…） is also maintained so that the (l + l)st vector of the partition 


consists of elements fi through /，+ 


1 in the c, u } and v arrays. For example 


the following arrays would represent the bipartition f 201131 1 


7 

5 
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Ml* [Initialize,j Set €j j + 1 and Uj i vj <- ny + i for 0 < j < m; also set 

fo<-a^l^—0 and /i i- h <— m, (In the following steps，the current 
stack frame runs from a to 6 ~ 1 , inclusive*) 

M 2 . [Subtract v from u] (At this point we want to find all partitions of the 

vector u in the current frame, into parts that are lexicographically < v. 
First we will use v itself.) Set j — a and k 6, TheD while j < b do the 



following: Set ^ Uj——u), and if uk > Wy set Cjt ^ cj, Vk ^ Vj, k ^ k+l } 

j + 1. But if Uk is less than Vj after it has been decreased, the action 
changes: First set Cj, Vk 4 - and fc 4- fc + 1 if iik was nonzero; 

then set j j + 1* While j < b y set tifc — Vj 3 Cj, Uk, and 

k ^ k +1 if Uj ^ Vj ； then again j j + 1 ? until j = b. 

M3* [Push if nonzero.] If fc > 6,, set a b, b fe, i i + 1, f t+1 i- b y and 

return to M2. 

M4* [Visit a partition*] Visit the partition represented by the I + 1 vectors 

currently in the stack, (For 0 < fc < i, the vector has vj in component Cj, 

for f k <j< /* + i.) 

M5. [Decrease v] Set j <—6—1, and if Vj — 0 set j f- j - 1 until Vj> 


ifj 




and 




Vj > 0* Then 

1， go to M6. Otherwise set Vj 4 - Vj 一 and Vk 4 - Uk for 


j < k < b. Return to M 2 . 


Mft. [Backtrack 


Terminate if l = 0 * Otherwise set l 



l 



a 



and return to M5. 


The key to this algorithm is step M 2 , which decreases the current residual vector, 
by the largest permissible part, v; that step also decreases v, if necessary, to 
the lexicographically largest vector < t; that is less than or equal to the new 
residual amount in every component. 

Let us conclude this section by discussing an amusing connection between 
nniltipartitions and the least-slgnificant-digst-first procedure for radix sorting 
(Algorithm 5,2,5R). The idea is best understood by considering an example. See 
Table 1 ， where Step (0) shows nine 4*partite colmnn vectors in lexicographic 
order. Serial numbers ①-⑨ have been attacked at the bottom for identifica¬ 
tion* Step ( 1 ) performs a stable sort of the vectors, hrifiging their fourth (least 
significant) entries into decreasing order; similarly，Steps ( 2 ), ( 3 )，and ( 4 ) do a 
stable sort on the third ， second, and top rows. The theory of radix sorting tells 
us that the original lexicographic order is thereby restored. 

Suppose the serial number sequences after these stable sorting operations are 

respectively a 4f asa 4 , 0 ( 2 ^ 304 f and 01 ^ 20304 1 where the a's are permutations; 

Table 1 shows the values of 0 ^ 4 ， ag, and a! in parentheses. And now comes 
the point: Wherever the permutation aj has a descent f the numbers in row 
after sorting must also have a descent, because the sorting is stable. (These 
descents are indicated by caret marks in the table.) For example ? where as has 
8 followed by 7, we have 5 followed by 3 in row 3* Therefore the entries … ag in 
row 3 after Step ( 2 ) are not an arbitrary partition of their sum; they must satisfy 





(58) 
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Table 

RADIX SORTING AND MULTIPARTITIONS 


Step (0 )： Original partition 

655432100 
32 1 045642 
6 3 1 1 5 2 0 7 

4 2 1 3 3 1 1 2 5 


Step (1): Sort row 4 

0 6 4 3 5 0 5 2 1 



2 3 0 4 2 




6 




7 6 1 1 6 0 3 5 2 
5 a 4 3 3,2 2 A 1 1 

⑨①④⑤②⑧③® ⑦ 


Step (2 )： Sort row 3 

0 6 5 2 5 1 4 3 

2 3 2 5 1 6 0 4 

7 6 6 5 a 3 2 a 1 1 0 

5 4 2 1 1 1 3 3 2 


a 4 = ( 9 A 1 4 5 a 2 8 a 3 6 7 } = ( 1 2 5 8 A 7 9 A 3 4 6 ) 


Step (3): Sort row 2 

2 3 0 6 0 5 






4 

6 A 5 4 4„3 a 2 2 1 0 

2 5 1 0 6 7 6 

1 1 3 2 4 5 2 1 3 

©@(D®(D©@ 

(6 A 4 8 9 a 2 a 1 3 5 7) 


Step (4 )： Sort row 1 

6 5 5 4 a 3:2 a 1 





0 

321045642 

6 6 3 1 1 5 2 0 7 
4 2 1 3 3 1 1 2 5 

①②③④⑤®⑦⑧ @ 

ai= (5 7 8 9 a 3 a 2 a 1 4 6 


But the numbers (a! -2, a 2 —2, a^-2 f a 4 - 2 , as 


1 > ^6 


1 ， aj, ag } ag) do form an 


essentially arbitrary partition of the original sum, minus (4 + 6)- The amount of 
decrease，4 + 6, is the sum of the indices where descents occur; this number is 
what we called mdaa, the “index” of ag, in Section 5.L1* 

■ 

Thus we see that any given partition of an m-partite number into at most r 
parts, with extra zeros added so that the number of columns is exactly r 3 can 


be encoded as a sequence of permutations a| 


a 


of {i ， 


， r} such that 


the product oi,,, a m is the identity, together with a sequence of ordinary one- 


dimensional partitions of the numbers (ni — inda 


n 


171 


ind a m ) into at 


most 



parts ■ 


For example, the vectors in Table 1 reprfssfint a partition of 


(26,27,31,22) into 9 parts; the permutations ai 


appear 4n the table ， 


and we have (ind aj 


inda 


4 


26-15 = (322111100), 


(15, 10,10, 11); the partitions are respectively 

27-10 - (332222210), 


31-10 = (544321110}, 


22 — 11 




( 221111111 ), 


Conversely, aoy such permutations and partitions will yield a multipartition 

of (Hi ， 


n 



m 


■ If r and m are small，it can be helpful to consider these 
sequences of one-dimensional partitions when listing or reasoning about 

multi part it ions, especially in the bipartite case. [This construction is due to 

Basil Gordon, J. London Mati. Soc. 38 (1963), 459-464.] 

A good summary of early work on multipartitions, including studies of 
partitions into distinct parts and/or strictly positive parts，appears in a paper 
by M. S. Cheema and T, S. Motzkin, Proc. Symp. Pure Math, 19 (Amer ， Math. 
St>c. ， 1971), 39-70. 


EXERCISES 

1* [20] {G. H\itchmson.) Show that a simple modification to Algorithm H will 
generate all partitions of {1” * ”n} into at most r blocks，given n and r > 2. 
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1234 



11 « [28] We observai in Section 7.2. 1,2 that Dudeney's famous problem semd+more = 
mon_y is a “pure” alphameric，namely an alphametic with a unique solution* His puzzle 
corresponds to a set partition on 13 digit positions, for which the restricted growth 
string p(sen6moTemonmj) is 0123456145217; and we might wonder how lucky he had to 
be in order to come up with such a construction. How many restricted growth strings of 


length 13 define p 


alphametics of the form + 


Q^aiodn(ii2(ii3^ 


12 . [M31 ] (The partition lattice.) If i7 and il' are partitions of the same set, we write 
II < I7 f If x = i/ (modulo J7) whenever x ^ y (modulo W). Id other words, II < II f 
means that /7 ; is a “refinement” of /I, obtained by partitioning zero or more of the 
latter's blocks; and II is a “crudification” or coalescence of If, obtained by merging 


zero or more blocks together. This partial ordering is 


% 


n to be a lattice, with 


Find a one-to-one correspondence between partitions of {l ， _.. ， n} and semilabeled 
trees with n + l vertices. 


10 . [25] A semilabeled tree is an oriented tree in which the leaves are labeled with the 
integers {1 ， " ■ ， fe} ? but the other nodes are unlabeled. Thus there are 15 semilabeled 
trees with 5 vertices ： 


0 . [M20] How many restricted growth strings a\., .a n contain exactly kj occurrences 
of 7 f given the Integers fcch ^ii - M k n ^\7 


For example，the representation of 137|25j489|6 would have t 
and fci … /14 = 7596. 




4 , … 




001020348, 


Design a variant of Algorithm H that generates partitions using this representation 


3- [MBS] What is the millionth partition of { 1 ,, 


i ri 


, 12 } generated by Algorithm H7 


► 


4 ， [21] If xi is any string, let p(ti … ap n ) be the restricted growth string that 


corresponds to the equivalence relation j = k Xj 




Xk^ Classify each of the 


five-letter English words in the Stanford GraphBase by applying this p function; for 


example, /?{tootli) 




01102. How many of the 52 set partitions of five elements are rep- 


r 辟 entable by English words in this way? What 5 s the most common word of each type? 
5* [2B] Guess the mxt elements of the following two sequences: (a) 0 , 1 , l f 1 , 12 f 12 s 

12, 12, 12, 12, 100, 121 ， 122, 123, 123 （ b) 0, 1 ， 12, 100 t 112, 121, 122, 123, . 


► 


6 * [25] Su 


t an algorithm to generate all partitions of { 1 ”" ， n} in which there 


are exactly c\ blocks of size 1 ， es blocks of size 2 , etc. 


7, [M20j How 


y permutations of have the property that 


ojfe-i > a* > aj implies j > k? 

8 , [20] Suggest a way to generate all permutations of { 1 ”, 
m left-to-right minima. 


n} that have exactly 


► 2 . [22] When set partitions are used in practice, we often want to link the elements 
of each blodc together. Thus it is convenient to have an array of links h J n and an 
array of headers hi … h t so that the elements of the jth block of a ^block partition 
are “ > … > “， where 

tj — — n * + ■ ， ~ hfc—i ， = 0* 



s 3 

3 

< 512 


2 

<c13 


<c23 


A 


An* 


2 


A12 


人 






AO 


2 


又 12 
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7,2-LS 


J7 V 71’ the greatest common refinement of U and il’，and with il A i7 ; their least 
common coalescence- For example, the lattice of partitions of {1,2, 3, 4} is 



if we represent partitions by restricted growth strings 0 ^ 2 ^ 304 ； upward paths in this 

diagram fake each partition into its refinements. Partitions with t blocks appear on 
level t from the bottom, and their descendants form the partition lattice of {l s … ， t}* 

a) Explain how to compute 77 V IJ\ given 8 . - 


a 


and 



a 


b) Explain how to compute II A U\ given 〜 "+ ci n and a[ “ * 

c) When does IJ* cover II in this lattice? (See exercise 7.2 丄 4-55-) 




If il has t blocks of sizes s\ 
If n has t blocks of sizes 3\ 


? how many partitions does it cover? 
3t^ how many partitions cover it? 



f) True oi false: If II W II 1 covers U, then U l covers U A II\ 
True or false: If IJ f covers U A fl\ then /7 V 77' covers JJ* 

Let b(n) denote the number of blocks of fl\ Prove that 

6(n)+ 6(/7') < binvn^ + bin a n f y 



13* [M28\ (Stephen C, Milne, 1977*} If 4 is a set of partitions of {1 ， … ， ti }， its 
shadow dA is the set of all partitions /J / such that II covers /7 / for some II E A, (We 

considered the analogous concept for the subset lattice in 7*2 丄 3-( 54 )') 

be the partitions of { 1 ， … ， n} into t blocks, in lexicographic order 

be the (t — 1 ) 瞧 block partitions, 


U 1 ， JJ 2 ，，， * 

of their restricted growth strings; and let /!! , IV 2 


* «i- + 


also in lexicographic order. Prove that there is a function f n t(N) such that 


d{n 


■ ,H n } - {/7； T . . .,/7} nt[A rj} for 0 < iV < 


n 


Hint: The diagram in exercise 12 shows that ⑼” .. ， , 43 ⑹） =( 0 , 3, 5 ? 7,7,7, 7)* 

14, [23] Design an algorithm to generate set partitions in Gray-code order like ( 7 )_ 

15, [M21] What is the final partition generated by the algorithm of exercise 14? 

16, [i§] The list (il) is Ruskey’s A 35 ; what is ^ 35 ? 

17, [26] Implement Ruskey's Gray code ( 8 ) for all m-block partitions of {1 ， … ， n}- 

IS* [M46\ For which n is it possible to generate all restricted growth strings ai … a 
in such a way that some aj changes by 士 1 at each step? 

19, [28] Prove that there’s a Gray code for restricted growth strings in which, at each 
step, some % changes by either ±1 or 士 2 , when (a) we want to generate all xu n strings 


Gl 


■ a 


TM 


or (b) we want to generate only the cases with . 


On) 


m 


L 
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20* [J7j If fl is a partition of { 1 ， … ， ti} ，its conjugate fI T is defined by the rule 

j ^ k (modulo TI T ) n + + i (modulo II), 

Suppose J7 has the restricted growth string 001010202013; what is the restricted growth 
string of U T ? 


2 i* [M27] How many partitions of {1 ， … t n} are self*conjugate? 

22 . [M23 ] If X is a random variable with a given distribution, the expected value of 
X n is called the nth moment of that distribution P What is the nth moment when X is 

(a) a Poisson deviate with mean 1 (Eq* 3+4. 1 -( 40 ))? (b) the number of fixed points of 

a random permutation of { 1 ” B ” m } 3 when m > n (Eq, l“ 3 , 3 -( 27 ))? 

23. [HM30] If f(x) = is a polynomial, let f{w) stand for 



■ 

Prove the symbolic formula f(vs 




polynomial x 2 ^ this formula states that ixr 2 + 2mi + wo 


zuf (w). (For example, if f(x) is the 




b) Similarly, prove that f{w H- fc) — for all positive integers k. 

c) If p is prime，prove that S t 37 n + w n +i (modulo p). Hint: Show first that 


x 


p 


x p 




d) Consequently tcr n +jv = G? n (modulo p) when N = + 广 2 + … + p + 1. 

24 - [HM35] Continuing the previous exercise, prove that the Bell numbers satisfy the 
periodic law ar n+ 〆—ijy = m n (modulo p e )，if p is an odd prime. Hint: Show that 


^ 三 9 e[x)+l (modulo p% p 卜 1 奶 （ x)， …， and 烈卜 where 9 j(x) = (x p -x-l)K 

25, |Mj 07] PrOVG 1 ^ 十 l/^^n ^ 1 "H 1- 

► 20 * [M22] According to the recurrence equations ( 13 ), the numbers w n k in Peirce’s 

triangle count the paths from @) to ( 2 ) in the infinite directed graph 




Explain why each path from @) to ⑪ corresponds to a partition of { 1 ” ■ ■ ， n}. 

27. [M35] A 'Vacillating tableau loop 1 - of order n is a sequence of integer partitions 


a fcl afca^fe3 


with ajfi > ajt 2 > ajts > 


for 0 < A < 2 n f such that Ao — Xin — 



+ (-D^ for 1 < fc < 2 n and for some tk with 0 < £jt < n; here 


A* 

and Xk 

et denotes the unit vector 0 i ~ 1 10 n ^ f when 0 < t < n y and eo is all zeros. 

List all the vacillating tableau loops of order 4, [Hint: There are 15 altogether,] 




等■嵋， 


+ Gm 

j Qjfc- 


b) Prove that exactly w n k vacillating tableau loops of order n have = 0 

28* [M25] (Genemtized rook polynomials.) Consider an arrangement of ai H- 
square cells in rows and columns，where row k contains cells in columns 1 ， 

Place zero or more “rooks” into the cells，with at most one rook in each row and at 
most one in each column. An empty cell is called “free” if there is no rook to its right 

and no rook below. For example, Fig, 35 shows two such placements, one with four 
rooks in rows of lengths (3 、 1,4 ， 1 ， 5,9,2,6,5)，and another with nine on a 9 >c 9 square 

board* Roofa indicated by solid circles; hollow circle have been placed above and 
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to the left of each rook, thereby leaving the free cells blank. 



SSQBB 

□BPI3B 

[QOQQQ 


圈昌 


O - o 


BBIaOHBi 


o 


o 


o 


muum 



□□ 


o o o 





o 


mm 


Fig. 35* Rook placements 

and free cells. 



o o 


BBBBCM 




■□B □挪 BQ 


Let fl(ai，" - ， a m ) be the polynomial in x arid y obtained by summing x r y’ over all 
legal rook placements, where r Is the number of rooks and / is the number of free cells; 
for example, the left-hand placement in Fig，35 contributes x 4 y 17 to the polynomial 

雖 1 ， 4 ， 1 ， 5,9,2,6,5)* 


a) Prove that we have R(a \,, 


a 


m 


只(炫 1, —1, + 1 j ^ 沒/+2’ ■ " ， ), 1 H 


other words, the order of the row lengths is irrelevant，and we can assume that 


ai > 


■ i . 


b) If ax > 


> a m as in a Ferrers diagram like T,m(i 3 )- 


> a 


m 


that R(a\^.. 


a 


m 


SLnci if = 

) = 丑 ( 厶 1 ” “ ， ) • 


(££] v * - 01 


T 


m 


is the conjugate partition, prove 


c) Find a recurrence for evaluating R(ai 


i ' 


a m ) and use it to compute H(3,2,1) B 


d) Generalize Peirce's triangle ( 12 ) by changing the addition rule ( 13 ) to 


^j n k(3C,y) = xxn {n ^ l]k (x,y) + ^K7 n(fc+1) (a: t y) 


Thus 13721(3：，!/) 




: +y ， W 32 (X, y) 


x+xy+y 1 , 




l < k < n, 

x 2 ^r2xy^xy 2 +y 3 , etc- 


Prove that the resulting quantity Wnhix^ y) is the rook polynomial R(a 


a 


where aj — n 


j 




[j < *] 


e) The polynomial m n i{x y y) in part (d) can be regarded as a generalized Bell number 
w n (x, y)，representing paths from © to ⑪ in the digraph of exercise 26 that have 
a given number of a x steps 11 to the northeast and a given number of u y steps 5 ’ to 


the east. Prove that 




x n-l^mflx(ai 1 ... 1 a n )^oj+ —fo rt 




summed over all restricted growth strings ai ,, B a n of length n. 

tta 

29. [MS 谷 ] Continuing the previous exercise, let Rr {^i ” ■ ” a m ) = [x r ] R(ai ,, * h , a m ) 

be the polynomial in y that enumerates free cells when r rooks are placed- 

a) Show that the number of ways to place n rooks on an x n board，leaving / cells 

ft ㈣， is the number of permutations of {1” " ， n} that have / inversions. Thus，by 
Eq, 5,Ll-(8) and exercise 5.1*2-46, we have 


n 


Rnin^.^n) 


n! 


fj(i -4- y-j- +y k ]) 


k=^l 


m 


产 -- 

b) What is R r {n ,. a * ,n) T the generating function for r rooks on an m x n board? 


c) If ai > 


> a 


m 


and 


is a nonnegative integer，prove the general formula 




y a J+ m 


j+t 


m 


y 


E 


tly 




fe)! 


fc (这 1 


► 1 } 


V 













82 


COMBINATORIAL SEARCHING (F3) 


7.2 丄 5 


[N&te: The quantity tl y /(t-k)l ¥ 



i 


0 ((l* jr ^)/( 1 ^!/)) is zero when k > i > 0 ; 


Thus, for example，when t 0 the right-hand s^ide reduces to Rm{ai 


a 


m 


can compute Rm' Rm- 


Ro by successively setting 


0 


m. 


d) if > ^ > 

have R(a u a 2 ■ 


> > 0 and at > > 


_ .k 


5 ! a U ^ On §how that we 




■ . 


as, … ) if and only if the associated multisets 


{aj+m, 1,, - . t a^+l} and {a|+m,a^ ； +m—1 5 , P , 3 a^+l} are the sam 色 

30 ， [i2M 如 ] The generalized Stirling number is defined by th« recurrence 



十 


m 


(1 + 9 + 


i - -fi r 


+ 9 


4 


>{：i 


+ 


m 


a 


m 


占 mO - 


Q 


Thus is a poiynomiaJ in g; and {^ n } l is the ordinary Stirling number {^} s because 
it satisfies the recurrence relation in Bq. 1 , 2 . 6 ^( 46 }. 

a) Prove that the generalized Bel! number Wn(x^y) = ii(n 圓 1 , r .. t l) of exercise 28(e) 

hm the explicit form 


n 


^n{x,y) 



X 


0 




b) Show that generalized Stirling mimbeis abo obey the recurrence 




Tl + 


m 



} = 


9 


T 1 




m 




⑺广 i ( 


n ― 1 


m 


+ 


<r 


?(:) 


k 


m 




c) Find generating functions for generalizing L 2 ^( 23 ) and L 2 ^( 28 ), 

31 ， (jtfMSJ] Generalizing ( 15 ), show that th« dements of Peirce's trianglf? haw a 
simple generating function, if we compute the &um 




w 


n — k 


Z 


k 


w Jt)! [k-l)V 


32. [AfJ&S] Let S n be the number of restricted growth strings at ,,. a n , for whicli the 
aum a! + … + 如 b even minus the number for which ai + — - + is odd. Prove that 

& n — (l f O' 3 -I t -l t O r 1) when n mod 6 = (1 ? 2,3,4,5,0), 

Hint; See exercise 28(e). 

33 - [MSII How many partitions of {1 T 2,,..,«} have 1 羊 2 _ 2 笋 3, “ - ， it 1 尹 fc? 

34L [ 14 ] Many poetic forms involve rhyme $chemt^ which are partitions of the lines 
of a stanza with the property that j = k if and only if Ko^ j rhymes with line it. For 
example, a “limericlc” b generally & 5 -line poem with certain rhythmic constraints and 
with a rhyme scheme described by the restricted growth string 00110 ., 

Wh&t rhyme schemes were used in the classical sonnets by (a) Guittone d 1 Arezzo 
(c, 12T0)? (b) Petrarch (c, 1350)? (c) Spenser (1595)? (d) Shakeapi^re (1609)? 
(e) Elizabeth Barrett Browning (I860)? 

35. ] Let w ( n b« the number of schemes for n，line poems that are “completely 

rhymed^ in the sense that every line rhyin^ with at least om other. Thus we have 


{®0s P ^2 


= <1 ， 0 S i, 1 ， 4, 11„ 41 ， 


t Give a combinatorial proof of the fact 


that + = w 


30. [Mj0£| Continuing exercise 315, what is generating function cu»'n!? 
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3f. [Ml8] Alexander Pushkin adopted an elaborate structure in his poetic novel 
Eugene Onegin (1833)，based not only on “mascuHne” rhymes in which the sounds of 
accented final syllables agree with each other (pain-gain, form-warm, pun-fun, bucks- 
crux), but also on “feminine” rhymes to which one or two unstressed syllables also par¬ 
ticipate (humor-tumor, tetrameter-pentameter f 里 ecture~conjecture ， iguana-piranha). 
Every stanza of Eugene Onegin is a sonnet with the strict scheme 01012233455477, 
where the rhyme is feminine or masciiline according as the digit is even or odd. Several 
modem translators of Pushkin’s novel have also succeeded in retaining the same form 
in English and German, 

How do f justify this stanza? / These feminine rhymes? My wrinkled muse? 

This whole pass6 extravaganza? / How can I (careless of time) use 
The dusty bread molds of Onegin / in the brave bakery of Reagan? 
The foaves wilt surely fail to rise / Or etse go state before my eyes. 
The truth is, / can t justify it / Sut as no shroud of critical terms 

Can save my corpse from boring worms, / t may as welt have fun and try it 

tf it works, good; and If not f welt, / A theory won't postpone its knell, 

VIKRAM SETH, The Golden Cate (1986) 

A 14-line poem might have any of — 24,011,157 complete rhyme schemes, 

according to exercise 35, But how many schemes are possible if we are allowed to 
sp^ify, for each block，whether its rhyme is to be feminine or masculine? 

38* [M50] Let ak be the cyclic permutation (1 ， 2,… ， i)* The object of this exercise 
is to study the sequences fcifcs - "fcn，called a-cycles, for which (T kl ak 2 is the 

identity permutation* For example, when n = 4 there are exactly 15 <j*cycles, namely 

1111,1122,1212,1221,1333,2112,2121,2211,2222,2323,3133,3232,3313,3331,4444. 

a) Find a one-toone correspondence between partitions of {1 ，2 ” ■ ” n} and a-cydes 
of length n, 

b) How many a-cycles of length n have 1 < lei, 


« # _ 


fcn < th 3 given m and n? 



How many (recycles of length n have ki — given and n? 


d) How many a-cydes of length n have fei 


k n >2? 


e) How many partitions of { 1 ， …， n} have 1 关 2, 2 _ 3, 


71 


1 _ n ? and n 1 ? 


39, [HM16] Evaluate / 0 °° e~ iP+1 t q dt when p and g are nonnegative integers. Hint: 


See exercise 1:2,5-20. 



40. Suppose the saddle point method is used to estimate [z n "* 1 ] The 

text’s derivation of ( 21 ) from ( 19 ) deals with the case c — 1 ; how should that derivation 
change if c is an arbitrary positive constant? 

41. [HM21 ] Solve the previous exercise when 

42* [AM23] Use the saddle point method to estimate [z n ~ l ] ef 2 with relative error 
0(1/n 

43. [HM^2] Justify replacing the integral in ( 23 ) by ( 25 ), 

44, \HM22) Explain how to compute 6 i ? 62 , " ， in ( 26 ) from © 2 , < 13 , “ - 

MB 

► 45. Show that, in addition to ( 26 ), we also have the expansion 


in (25) 


e 


"n! 







n 2 


■ p ■« 


十 


Kn 


+ 0 


n 


n 


n 


m 十 1 



where ^ - _(2《 4 + 9《 3 + 1 扠 2 + 处 + 2)/(24(《+ l) 3 ). 
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48. [ WUSS ] Estimate the value of w n ^ in Peirce^s triangle when n oo, 

47, [M21] Analyze the running time of Algorithm H, 

48, [iiM25] If n is not an integer, the integral in { 23 ) can be taken over a Hankel 
contour to define a generalized Bell number zu T for all real x > 0 . Show that, as in ( 16 ), 





k m 


e ^ kl 



49* [/£!^55] Prove that，for large n, the number ^ defined in Eq* ( 24 ) is equal to 


\nn 


In Inn 






k 


k>Q 


J + 1 


kl 


1 


a 


Inn’ 




In Inn 
Inn 


► 50. [HMSl] If €{n)eO) = n and f(n) > 0, how does ^(n + fe) relate to 《 (n)? 



51* [HM27] Use the saddle point method to estimate t n 


n! [z 


e 


£ + Z 2 /2 


1 


the number 


of involutions on n elements (aka partitions of { 1 ” " ， n} into blocks of sizes < 2 ), 

52* The cumutants of a probability distribution are defined in Eq, 1 . 2 / 10 - 

( 23 ). What are the ammlants, when the probability that a random integer equals k is 

(a) e^w k i k /k\? (b) ^ {；} e 〜-轉 

53, \HM30] Let G ( 之 ） =be the generating function for a discrete prob- 

6\ thus the coefficients p*r are non- 


ability distribution，converging for | 之 | < 



negative ? G(l) = 1 ， and the mean and variance are respectively /i = G f {l) and 

ex 2 = G"(l)+G ， (l)-G'flA If Xi , … are TAndorn variahlps having 


G # (l) 2 . If X 


X n are independent random variables having 


this distribution, the probability that Xi -f ■ - H- X n = m is [z m ] G(z) n , and we often 
want to estimate this probability when m is near the mean value pirL 

Assume that po 一 0 and that no integer d > 1 is a common divisor of all 
subscripts fc with pk ^ 0 ; this assumption means that m does not have to satisfy 
any special congruence conditions mod d when n is large. Prove that - 


nG(z) 


e 


—r 2 /(2^ 2 n) 


a 


\/2im 


+ 0 



as n 



00 


when 


Hint; Integrate G(^) n /z Mn+r on the 


1 


54, [HMSO] If a and 0 are defined by ( 40 )，show that their arithmetic and geometric 


means are respectively — s coth 3 and — scschs，where s 


a/2, 


55, [HM20] Suggest a good way to compute the number 0 needed in ( 43 }_ 


► 50. [HM26] Let g(z) — oT 1 ln(e z — 1 ) — In z and a 


= Or 


P as in (37) 



a) Prove that (一 < 7 ) n+ 1 5 ( rt+ 1 )((r) — n\ ~ Ylk=ti where the Euler tan num- 

bers O are defined in Section 5 丄 3* 

Prove that < Ylk^o (J)^ fc j 8 n ^ for all > 0 . Hint: See exercise 5.1.3-25. 
c) Now verify the inequality ( 42 ). 

57. [HMSJB] lo the notation of ( 43 ), prove that (a) n-fl— m < 2N; (b) N < 2 (n+l —m). 

58. Complete the proof of ( 43 ) as follows. 

Show that for all <7 > 0 there is a number r > 2cr such that r is a multiple of 2: 



and 


+ii 


l\/\a + it] is monotone decreasing for 0 < t < r. 



Prove that j^ r exp((n + l)g(cr + it)) dt leads to { 43 ). 
c) Show that the corresponding integrals over the straight-line paths z = t Hr for 


n < t < 


and 


± it for —T < t < 



are 


negligible 
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59« [HM23] What does ( 43 ) predict for the approximate value of {^}? 
60* [HMS5] (a) Show that the partial sums in the identity 


n 

m 


m 


n 


77l! 



(m 



T 2!(m-2)! 


» » s 


+ (-l) 


o n 


ml 0 ! 


alternately overestimate and underestimate the final value- (b) Conclude that 


n 

m 


} = ™(i 

J ml 




0(ne 


)) when m < n 1 


Derive a similar result from ( 43 ). 
\HM26] Prove that if fn 


where r <n € and € < n l ^ 2 \ Eq, ( 43 ) yields 


n 


n 


2r 


n 



2 r r\ 




62. [HM40] Prove rigoroiisly that if = n s the maximum {:} occurs either when 


m = 





1 J or when m = - 1 ], 



03* [MS5} (J ， Pitman,) Prove that there is an elementary way to locate the maximum 
Stirling numbers, and many similar quantities, as follows: Suppose 0 < Pj < L 

a) Let f{z) — (l+pi( 2 -l)) … (1+%(1- 之)） and ak - [ 2 fe ] f(z); thus ak is the proba¬ 
bility that k heads turn up after n independent coin flips with the respective prob¬ 


abilities p 


p n * Prove that ajt«i < a* whenever k < fi 




fl B H 


4" 如 ¥ 0, 


b) Similarly, prove that Hk+i < whenever k > /1 and a* ^ 0 - 

c) If f(x) — go + 辽 1 怎 + " - + a n x n is any nonzero polynomial with nonnegative 
coefficients and with n real roots, prove that a^i < a* when k < ^ and afc 十 1 < a* 


when k > where /a = f(l)/f(l) 9 Therefore if a 


max{ao 


a n ) we must 


have either m 


L"J 


or m 


f Ml ■ 


d) Under the hypotheses of (c)，and with aj = 0 when j < 0 or j > n, show that 

there are indices s < t, such that a/t+i ~ aic < if and only if s < k < t. 

(Thus, a histogram of the sequence (ao ， <H，■ - ■ is always ''bell-shaped. 1 ') 

e) What do these results tell us about Stirling numbers? 

64» [ffllfSJ] Prove the approximate ratio ( 50 )，using ( 30 ) and exercise 50* 

► 05. [HMS2] What is the variance of the number of blocks of size i in a random 
partition of { 1 ，" ■ ， n}? 

66 d What partition of n leads to the most partitions of { 1 ， … ， n}? 

67* [HM50] What are the mean and variance of M in Stamps method ( 53 )? 

0B* [20] How large can the stack get in Algorithm M，when it is generating all 


p(ni”" ， n m ) partitions of {ni ， 


m}? 


► 69, [21] Modify Algorithm M so that it produces only partitions into at most r parts, 

► 70, [M22] Analyze the number of r-block partitions possible in the n-element multi¬ 


sets (a) ( 0 j. * ” 0 , 1 }; (b) { 1 ， 2 , _ ”，n 
71* [M20] How many partitions of {n 






l} + What is the total, summed over r? 


1 


n 


m} have exactly 2 parts? 



72* [M26] Can p{n,n) be evaluated in polynomial time? 

T 3 , [MSS] Can p(2, … ， 2 ) be evaluated in polynomial time when there are n 2 s? 

74. Can p(n” n) be evaluated in polynomial time when there are n ns? 

75 . \HM 4 i) Find the asymptotic value of p(n, n)_ 

76^ [HM36] Find the asymptotic value of p(2, … ， 2) when there are n 2s, 

77. [HM^] Find the asymptotic value of p(n f -“ ， n) when there are n ns. 
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78. [20] What partition of (15, 10, 10,11) leads to the permutations ori, 02 , 03 ^ and 

shown in Table i? 


is called universal for partitions of {1 ， 


n} if 


u m +n) for 0 < m < tu n represent all possible set 


79, [22] A sequence ui ， 奶， U 3 ,. 

its subsequences (tt m +i T u m + 2 ^ * • ■ 】 

partitions under the convention “j 三 if and only if u m +j = For example, 

(0,0,0, l,0 f 2, 2) is a universal sequence for partitions of {1 ， 2,3}- 

Write a program to find all universal sequences for partitions of {1,2,3,4} with 


the properties that (i) Ui 


U2 




U4 


0; (ii) the sequence has restricted growth; 


(rii) 0 <Uj < 3; and (iv) Uw — uir — uyg = 0 (hence the sequence is essentially cyclic), 

80 ， [M-S5] Prove that universal cycles for partitions of {1 ， 2 T … ， n} exist in the sense 
of the previous exercise whenever n > 4, 

81i [29] Find a way to arrange an ordinary deck of 52 playing cards so that the fol¬ 
lowing trick is possible: Five players each cut the deck (applying a cyclic permutation) 

as often as they like. Then each player takes a card from the top, A magician tells 

them to look at their cards and to form affinity groups, joining with others who hold 
the same suit: Everybody with dubs gets together, everybody with diamonds forms 
another group t and so on* (The Jack of Spades is, however, considered to be a “joker ”； 
its holder，if any, should remain aloof,) 

Observing the affinity groups，but not being told any of the suits, the magician 
can name all five cards, if the cards were suitably arranged in the first place. 

82, [22] In how many ways can the following 15 dominoes, optionally rotated, be 
partitioned into three sets of five having the same sum when regarded as fractions? 


| + | + | + H + I = l + l + l + S + S = l + B + fi + l + i 
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SECTION 7-2.1.3 

■ 

1 . Given a multiset, form the sequence e*.,, € 2 €j from right to left by listing the 
distinct elements first, then those that appear twice, then those that appear thrice, 
etc. Let us set e 和 j s-j for 0 < j < s = n-t^ so that every element e ； for 1 < j < i 
is equal to some element to its right in the sequence €t,.. ei€p ^ - - If the first such 
element is we obtain a solution to { 3 ), Conversely，every solution to ( 3 ) yields a 

unique multiset {ei, … ， et}，because Cj < s + j for l < j < t. 

[A similar correspondence was proposed by E. Catalan; If 0 < ei < * ■ - < et < let 


{ci ， … ， c*} = {ej,,,,,et} U {5 + j I 1 < j < t and €j 


} 


See MSmokes de la Soc, roy. des Sciences de Liege (2) 12 (1885)，Melanges Math., 3,] 

2 . Start at the bottom left corner; then go up for each 0, go right for each 1 , The 


result is 



3. In this algorithm, variable r is the least positive index such that q r > 0, 
FI. [Initialize*] Set i- 0 for 1 < j < and q 。 i— s. (We assume that 
F 2 - [Visit.] Visit the composition 中 … 如 . Go to F4 if 如 = 0* 


{Easy case.] Set 御 






如 - 1 ， and go 


F4, [Tricky case,] Terminate if r = t. Otherwise set qo <— q r — 1, <ir 0, r r + 1 , 

F5. [Increase q r ] Set g r <- g r + 1 and return to F 2 . 

■ 

[See CACM 11 (1968), 430; 12 (1969), 187. The task of generating such compositions 
in dec reading lexicographic order is more difficult,] 

4 * We can reverse the roles of 0 and 1 in { 14 ), so that 0 4 * 10 a<_1 1 ♦ * * 10 ai 10 flo 

l r -01 r -- 1 0^,0r i 0i r °. This gives 0 1 10 0 10 2 10 3 10 4 10°10°10 l) 10 0 10 0 10 1 10 0 10 l 10 0 = 

l°01 2 01 o Ol 1 Ol o 01 1 01 o 01 o 01°01 6 01 2 01 1 , Lexicographic order of a n -i … aioo corre- 
SpOlldS to lexicographic order of r， … nro _ 


Incidentally’ there’s also a multiset connection: {rfti ■- ” di} 


{u 


， r 0 - 0 } 


For example, {10, 10,8,6,2,2,2,2, 2, 2,1 ， 1 ， 0} = {0*11 ， 2. 10, 0. 9, 1 - 8, 0 ■ 7, - 5, 

-4,0-3,6.2,2,l 5 l. 




5* (a) Set Xj = Cj - L(j-1}/2J io each ^combination of n+ [i/2j. (b) Set xj = cj+j+l 



in each i-combmatioii of n 

(A similar approach finds all solutions (x“ ， " ， xi) to the inequalities Xj^i > Xj+rfj 

for 0 < j < t, given the values of Xt +1 ^ (&， ，，” 〜)， and xq.) 

6* Assume that £ > 0, We get to T3 when c\ > 0 ; to T5 when C 2 = ci +1 > 1 ; to T4 


for 2 < j < t -h 1 when Cj 


Cl +j 




1 2 i* So the counts are: Tl, 1; T2 ? (?); T3， (^^ 1 ) 


^4, (Vi) + c ： 3 2 }+ … + rr ) = o, (::?); T 6 , （二 ”+ (口）- 1 . 

7. A procedure slightly simpler than Algorithm T suffices: Assume that s < n 


SI. [Initialize,] Set bj i- j + n 


s 


1 for 1 < j < 3 ； then set j 



na 

L 


52. [Visit.] Visit the combination b M — 62 ^ 1 - Terminate if j > s. 

5 3 , [Decrease bj] Set bj ^ bj - L If set j ; 4 -1 and return to S 2 , 

S4- [R^et 6j-i + + .6i-] While j > l f set ^ by - l y j i-j - l f and repeat until 


■ 


Go to S2* 
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{Sm S, Dvorak, Comp, J, 33 (1990) ， 188. Notice that if Xk 


n 


bk for 1 < k < s' 


this algorithm runs through all combinations x 2 ^t of { 1 ， 2 ” ■ ” n} with l < x s < 
-—< a ?2 < xi ^ in increasing lexicographic order.) 


8 , Al, [Initialize,] Set a n . 


m J 


oo f- 0^ + 1 1\ q ^ r 0, (We assume that 0 < t < n- 


A 2 . [Visit.] Visit the combination 


aiao. Go to A4 if q 


0 . 


A3, [RepI 



Ql q by 


i 1 


J Set 


^ 1 , €Lq^l 4 — 0 ， 殳卜 


1 ; then if 


9 


0 , set r 


Return to A 2 , 


A4* [Shift block of Is,] Set a r 


0 and r 



r + L Then if a 


q ^ q 1 , and repeat step A 4 . 


set a q 


1 


A5 # (Carry to left,] Terminate if r = n; other? 
A 0 * [Odd?] If 分 > 0 t set r t 0 , Return to A 2 , 


otherwise set 


4- 


In step A 2 t q and r point respectively to the rightmost 0 and 1 in a 


Al, 


■ ■ 


-1 


A 6 are executed with frequency 1 , 


-"cto. Steps 


(：) 




7 


7 1 ). rr 1 ) 


■ 


9, (a) The first ( n ~ 1 ) strings begin with 0 and have 24 ( 卜 bit changes; the other 

Cli) begin with 1 and have 2 ^ {c ^ 1)t And ^(01 ( 0 3-1 © = 2miu{s4). 


(b) Solution 1 (direct); Let B s t 


产 —w 


A st + min(s,t) + L Then 


B 3t 




B 


when 


B, t 


when 


0 


Consequently 


■ as 


E 


in{s,t) /a+t- 


h=0 




<d 


u s<t this i s < EU d 




\ j+t-f 1 

) t+I 


Solution 2 (indirect): The algorithm in answer 8 makes 2(x-hy) bit chang 





when 


steps (A3 ? A4) 



executed (x y y) times. Thus A st < (^^) + (7) 


"H ■ - 


i < HI) 


[The comment in answer 7*2,Ll-3 therefore applies to combinations as well.] 

10 * Each scenario corresponds to a (4 ? 4)-combination 64636261 or C 4 C 3 C 2 C 1 in which 


A wins g 


• es { 8 - 64 , 8 — 63,8 — 62 ^ 8 - 61 } and N wins games { 8 — 04 , 8 — 仿 ，8 — C 2 , 8—Ci} f 


because we can assume that the losing team wins the remaining games in a series of B, 

(Equivalently, we can generate al! permutations of {A, A, A, A, N, N>N, N} and omit 

the trailing run of As or Ns-) The American League wins if and only if f> x 0 T if and 

only if c\ — 0. The formula (^) + ( c |) + ( c 2 2 ) + (^ 1 ) assigris a unique integer between 
0 and 69 to each scenario. 


For example, ANANAA a 7 ,,. aiao 


01010011 



b^b^bi 


7532 



C4C3 C2Ct — 


6410， and this is the scenario of rank (®) + (|) + (J) + (J) 




19 in 


lexicographic order, (Notice that the term (?) will be zero if and only if it corresponds 
to a trailing N.) 

H* AAAA {9 times)，NNNN ( 8 ), and ANAAA (7) were most common. Exactly 27 
of the 70 failed to occur, including all four beginning with NNNA. (We disregard the 
games that were tied because of darkness, in 1907, 1912, and 1922, The c 1 …卞 


Ml 


ANNAAA 


should perhaps be excluded too, because it occurred only in 1920 as part of ANNA AAA 
in a best-of-nine series. The scenario NNAAANN occurred for the first time in 200 L) 


12 , (a) Let Vj be the subspace {a 


• ^ dQ ^ 


a* 




{0 — 0 } 


14 C U 


S" i- i 


CF 0 




V.- Then {ci, … ， ct} 


the unique element a 


0 for 0 < fc < J ， SO 
r {c I Vc ^ l4+i}，and a fc is 


.. oq of V with a 


c j 


j = i] for l<j<t 


Incidentally, the t x n matrix corresponding to a canonical basis is said to be in 
reduced row-echelon form. It can be found by a standard "triangulation" algorithm 
(see exercise 4*6,1-19 and Algorithm 4 . 6 . 2 N)* 
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(b) The 2-nomial coefficient (^) 2 - 2 1 + (Tli 1 )】 of exercise 1*2*6-58 has the 

right properties, because 2 < ( n ^ l ) 2 binary vector spaces have q < n —1 and (: 二 J ) 2 have 

n - 1* [In general the number of canonical bases with r asterisks is the number of 
partitions of r into at most t parts, with no part exceeding ： n _ t, and this is [z r ] 

by Eq* 7 * 2 .L 4 -( 5 i)* See D. E. Knuth, J, CbmbfnaSciriaJ Theory 10 (1971), 178-180,] 

(c) The following algorithm assumes that n > t > Q and that = 0 for 

t < j < n. 


VI. [Initialize.] Set akj <- |[j 





1 ] for 1 < k < t and 0 < j < n. Also set q t, 


r 



0 


V 2 . [Visit,] (At this point we have ak(k-i) = 1 for 1 < fc < a( g+1 )q = 0 , and 

dir * Visit the csttionical basis 1> …■ 众 iiOioj " +«€indto)* 

Go to V4 if <7 > 0. 

V3. [Find block of Is*] Set q - 


2 


until a( q +i)^ r ^ — 0 , Terminate if 


9 + 



n 


V4. [Add 1 to column g + r,] Set k 4 - L If a 


fe(f+r) 


1 ， set a fc ( g+r ) 卜 0 , An A + 1 ， 


arid repeat until flfe(g+r) = 0. Then If k < q, set a* (科 r ) f- 1; otherwise set 


a q(q-^r) 



i ， a q(q^-r~l) ^ 0, q <r- q 


V5, [Shift block right*] If g = 0, set r — r +1. Otherwise, if r > 0, set ak(k-i) 



1 


and afe( r+ jt-i) 0 for 1 < fc < q } then set r — 0. Go to V 2 _ 



1)/(2 


1) 


T 


could 


Step V 2 finds q > 0 with probability 1 - 
save time by treating this case separately- 

(d) Sifice99 哪 9 = <) 3 + 16(:) 2 + 50 2 W 弘 + 8(;} 2 + 0 弘 + 4 弘 + l(i ) 2 + 

2{J) 2I the millionth output has binary columns 4 S 16/2, 5, 5, 8/2, 0, 4/2, 1 ， 2/2, namely 


€t\ 

02 

a 4 




0 0 1 1 00 0 1 1， 

0 0 0 0 0 0 1 0 0 , 

1 0 1 1 1 0 0 0 0 , 

0 1 000000 0 . 


[Reference: E, Calabi and R S- Wilf, J, Combinatorisd Theory A 22 (1977) ， 107-109*] 

13- Let n = s -b t. There are (「 (二二 U (L{ r i;;/ ： 2 j) configurations beginning with 0 

and (「卜匕 1 / 3 ]) beginning with 1， because an Ising configuration that begins 

with 0 corr^ponds to a composition of s 0s into f(r + 1)/2] parts and a composition of 

!■ 

t Is into L( r + l)/2j parts- We can generate all such pairs of compositions and weave 
them into configurations. [See E t Ising* Zeitschrift fiir Physik 31 (1925) ， 253-258; 

J. M + S. Simoes Pereira, CACM 12 (1969) ， 562*] 


14. Start with l\j] f- 



and r[j - 1] ^ j for 1 ^ j $ 寧]卜 n ， r[n 



0. To get 


the next combination, assuming that t > 0 , setp^-s if / [ 0 ] > otherwise p i- r[n] — 1 , 
Terminate if p < 0 ; otherwise set q <r- r [p], l[q] l[p], and r[i[p]] q. Then if r[g| > s 

and p < s, set r[p] r[n] ， l[r[n}] p, r[s) 4 - r[q] y f[r[g]j 卜 s ， r|[n】t 0 ， i[ 0 ] n; 
otherwise set r[p] — r[q], i(r[g]] ■<— p. Finally set r[q] 4 - p and q, 

[See Korsh and Lipschutz, J. Algorithms 25 (1997), 321-335, where the idea is 
extended to a loopless algorithm for multiset permutations. Caution: This exercise ， 
like exercise 7*2 ,1 •1-16, is more academic than practical，because the routine that visits 
the linked list might need a loop that nullifies any advantage af loopless generation.] 
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15. (The stated fact is true because lexicographic order of c t corresponds to 
lexicographic order of a n ^i , * * oq, which is reverse lexicographic order of the comple¬ 
mentary sequence 1 • * ■ 1 ® a n ^i ■ " ooj By Theorem L ? the combination c t ... a is 


■ X 


visited before exactly ( fr /) + ■ • 「+ ( fr 2 3 ) 4 - (?) others have been visited, and we must have 



0 A 


9 


( 




Ct 


+ 


■ ■ » 


+ 


Cl 


( 


S ^r t 


This general identity can be written 


n 


n 





i=o 


x o 十 


-h ，■ 邐 


+ X 





3 


o 


xo f 


* ■■ * 




n 


Xo + 


A -i 


+ X 


when each Xj is 0 or 1, and Xj = I 


Xj\ it follows 



from the equation 


C.+J+C 


fl 



+ x n 


x 0 + 


m Ei^ 


+ X n 


( 


n 


+ 


■ ■ iL 


I : 


16. Since 999999 = ( 14 2 14 ) + f? 8 ) 




fBP ■" 


⑺ +m+(?)+(V) 




(t) + t 3 4 2 ) + (V) + ( 2 & ) + (?)> the 觀 wers are (a) U14 1008; (b) 182 153 HI; (c) 71 
56 36 14; (d) 43 32 21 15 6; (e) 1000000 999999 … 2 0 + 


17* By Theorem L, Tit is the largest integer such that N > ( 




the remaining terms 


are the degree-(t 


1 ) representation of N 


n e 




A simple sequential method for t > 1 starts with x 




1， c 




t, and sets e f- c + 1 ， 


x 



xc/(c 


t) zero or more times until x > N; then we complete the first ph 




setting a ： 4™ x(c — t)/c, c c 


1 , at which point we have x : -(?) < ^ < 


c+l 


nt ^ c, N N -x; terminate with ni ^ N if t 


2 ; otherwise set x 


c 


c 


i; while x > N set x 




f}/c，etc 




by 

Set 

- i-l, 


1 ; repeal* This method requires 


0(n) arithmetic operations if N < (?)，so it is suitable unless t is small and N is large, 

When ^ =： 2, exercise 1:2+4 41 tells us that rt 2 = [y/2N + 2 + In general, 
n e is where x is the largest root of x- - tlN; this root can be approximated 


by reverting the series y — (x-) 1 ^ 1 


x 






D + 


24 


(t 2 


如 2 


■■ 


i)^ + • 


a 4 . 


to get x 


l)/y + 0(y^^). Setting y — (tlN) 1 ^ 1 in this formula gives a good 


or make a final 


approximation l after which we can.check that {^) < N < ( 。七十 1 ) or make a final 

adjustment, [See A, S. Praenkel and M, Mor ， Comp. J r 26 (1983), 336-343,] 

18* A complete binary tree of 2 n — 1 nodes is obtained, with an extra node at the 
top, like the “tree of losers” in replacement selection sorting (Fig, 63 in Section 5.4,1}. 
Therefore explicit links aren't necessary; the right child of node k is node 2k -h 1, and 
the left sibling is node 2A, for 1 < A < 2 n_1 » 

This representation of a binomial tree has the curious property that node k — 
( 0 a la >2 corresponds to the combination whose binary string is 0 a la R , 

19. It is post(1000000)，where post(n) = 2 fc + postfn - 2* + 1) if 2 fc < n < 2* +1 ，and 




2 fc 十 postfn 




2* + I) if 2 k <n< 2* +l , and 


post(0); 
20 - f(z) 


0 . So it is 11110100001001000100. 


(1 + ^ 




h 


■- i- 


(i + ”）/a 


之)， 9( z ) 


_ 圓 一 


{l^z-)f(z) t h(z) 


■ I 


z w ^}(z). 


c^ci is m — 1 minus the rank ofc t —i.“ c 2 ^i. [See H, Liineburg 


21. The rank of ct … c^ci is 1 minus the r 

Abh, Math, Sem, Hamburg 52 (1982) ， 208-227.] 


22. Since 999999 




(Y) 




O + (?) 






n 




CD 


a ■ ■■ 


O ^ (V) 




(?) 




( 5 ；) + (切 


27 






( X 2 3 ) + (D 1 the answers are (a) 1414 405; (b) 182 97 21; (c) 71 56 


31 26; (d) 43 39 32 12 3; (e) 1000000 999999 999998 


mmS 


• 0 
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23. There are combinations with j > r, for r = 1， 2 


■ I !«- 


1 


L (If r = 1 we have 


c 2 


Ci +1; if r — 2 have Ci 


0 , €2 


1 ; ifr 


3 we have ci 


0, C2 


I, c 4 




€3 + 1; 


etc.) Thus the mean is {{；) + ( n t ： l) + ^ * -+ {^))/0 = (” ')/(:)=( 时 l)/(n + l-t). 

The average running time per step is approximately proportional to this quantity; thus 
the algorithm is quite fast when i is small，but slow if t is near n, 

24, In fa^t jh ~2< j fc+ i < jk + 1 when = t (modulo 2} and - 1 < j k +i < jit + 2 


when jV 羊亡 ， because R5 is performed only when 



■ 

l 


i ■!■■■■ ■■ 


1 for 1 < i < 


Thus we could say，“If j > 4 t set j 


[j odd] and go to R5” at the end of R2, 


if t is odd; u If j > 3 1 set j j 


1 


[j even] and go to R5 51 if t is even. The algorithm 


will then be loopless，since R4 and R5 will be performed at most twice per visit, 

25, Assume that N > N f and N — N f ii minimum; furthermore let i and q be 

minimum, subject to those assumptions* Then c t > cj* 

If there is an element x ^ C U with 0 < a: < c*, map each ^-combination of 

CUC 1 by changing j ^ j — l for j > x; or, if there is an element a? € Cfl C’，map each 
^-combination that contains x into a (^ - i)-combination by omitting x and changing 
j a? — j for j < x. In either case the mapping preserves alternating lexicographic 
order; hence N ^ must exceed the number of combinations between the images 

of C and C\ But ct is minimum ， so no such x can exist* Consequently 


m and 


Ci 



Now if c 


< c 


1 ， we could decrease N = N f by increasing Therefore 
2 m= 2 , and the problem has been reduced to finding the maximum of rankfCm—! •" c! ) — 
rankfc^.! " ■ ci}，where rank is calculated as in ( 30 ), 

Let f{s t t) 
s + t 



max (rank (fij … 61 ) - rank(ct … )) over all { 〜 ， … ， In ， c< … ， c:} 
1}. Then /(s, t) satisfies the curious recurrence 


/M) 

fM 


/( 0 , t) 


0 


/(i，0 


A+t 


0 + max(/(t 


護 


l,s 


l)，/( s 





.0) 


if si > 0 and s > 1 


When 5 + £ = 2ti + 2 the solution turns out to be 


/(s,t) 


2u Hh 




2n+ I 




2j 


T 



2j + 1 


r 


0 



min(s — 2 ,史 


1)， 


with the maximum occurring at when s < t and at f(s—2 7 t) when 5 > £+ 2 . 

Therefore the minimum N _ N ’ occurs for 


C = {2m — 1} U {2m — 2 — x\l<x< 2m — %、 x mod 4 < 1}, 

C f — {2m — 2} U {2m — 2 — x \ 1 < a; < 2m — 2, x mod 4 > 2}; 

and it equals 匕 1 ) - ^ CT) = 1 + EdU [See A, J. van Zanten, IEEE 

Tmm. IT-37 (1991), 1229-1233.] 

26. (a) Yes: The first is 0"-^ /21 1* mod2 2^J and the last is 2^1^^ 2 0 ^ r * /31 ; 
transitions are substrings of the forms 02 a l ^ 12 a 0 ， Q2 a 2 ^ 12 a l, 10° 1 ^ 20 a 0, 

10 a 2 O 20° 1. 

(b) No: If 3 = 0 there is a big jump from 02*0 r_1 to 20 r 2 f ~ l * 

27, The following procedure extracts all combinations q … c* of that have weight 

< t: Begin with fc 0 and cq 4 — n. Visit c\ " . c** If k is even and ct 二 0， set 
fe fc — 1 ; if fe is even and Ck > 0 ? set Ck Ck — I if k = t y otherwise k k + l 

and cjt 0 * On the other hand if k is odd and + 1 = c/t-i, set A ^ fc — 1 and 
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Cfe Cfc+i (but terminate if fc = 0 ); if k is odd and Ck + I < cjt-i, set c* ^ cjfe + 1 if 
k = t, otherwise i A + 1 ， cj^ 4— ejb-i ， Cfe-i + I. Repeat. 

(This loopless algorithm reduces to that of exercise 7,2 ， 1,1 〜 12(b) when t = n ，with 
slight change of notation.) 

28. Tme, Bit strings a n _ j " • a© = ajS and a 


㈨ • 


h 


-i .. * ap = ot(3 f correspond to index lists 
#X，Q = 树 ) and (b^ … 的 = $x\ ,. ei — 钟 such that everything 


between afi and a0 f begins with a if and oaly if everything between $x and 6 乂 begins 
with 9 and everything between 树 and 4^ begins with 泰 For example, if n — 10 , the 
prefix a = 01101 corr^ponds to prefixes 0 — 96 and <(> — 875, 

(But just having Ct " - ci in genlex order is a much weaker condition* For example, 


every such sequence is genlex when t 


1. 


29, (a) -* 0 m or 」 0 l+1 +* m or for kj,m > 0 . 

(b) No; the successor is always smaller in balanced ternary notation. 


(c) For all o? and all m > 0 we have cr 0 - fc+ 1 0 f +* m 


― y 


and 


— a o+* + 1 0 ^ m ; also aO-*. V — a-^ k 0 Ul and a +-* 0 i+1 a0^ l 0 l f 
(d) Let the jth sign of a* be (― 1 严 >， and let it be in position Then we have 

= (一 1 广 “+ 卬 for 0 < I < fe and 1 < j < ^ if we let b i0 = 0 . 

• “ 一 ► Qjt ， where otk 


(e) By parts (a) f (b), and (c) f a belongs to some chain ao —^ 
is final (has no successor) and ao is initial (has no predecessor). By part (d)，every 

such chain has at most (’!*) elements. But there are 2 9 final strings, by (a), and there 

2 m strings with s signs and t zeros; so fc must be (’/) — 1 - 



Refereme ： S1COMP 2 (1973) ， 128-133, 

80* Assume that t>0. Initial strings are the negatives of final strings. Let aj be the 
initial string 0 £ -ri for 0 < j < 2 A_1 , where the fcth character of tj for 1 < fc < ^ is the 
sign of [-l) ah when j is the binary number (a s ^i .. .ai) 2 ; thus ao — 令， 


戊 l 





疗 2 


1 





Let pj be the final string obtained by inserting 


after the first (possibly empty) run of minus signs in ry; thus po 


0^ ♦…+， 


Pi 


■0k ， 



Pi m 


0 £ , We also kt <j 2 


€t q and p 29 ，i 




Po 


Then we can prove by induction that the chain beginning with aj ends with pj when t 
is even, with pj—i when t is odd, for I < j < Therefore the chain beginning with 
Pj ends with —or 


fj+i 


Let Aj(s^t) b€ the sequence of ( 5 J)-combinations derived by mapping the chain 
that starts with Uj, and let Bj ( 5 , t) be the analogous sequence derived from n Then, 


for 1 < j < 2 fl " , the reverse sequence Aj(a^ t) R is Bj(s, t) when 



(M) 


when 


odd. The corresponding recurrences when si > 0 are 


馬 (M) 






1 ), 0A 


1(^ 





u) 


R 


if j + £ is even 


lAj{Sjt - l) t 0 A|j/2J|(S - Ijt), 


if J 



t is odd: 


and when si > 0 all 2 a_1 ol these sequences are distinct. 

Chase’s sequence C s t is ^[ 2 j / 3 j{^^)? and C s t is /sj ( s ? Incidentally, the 

homogeneous sequence K Mi of ( 31 ) is 羞 2 卜 1 一 [tev 加 i ( s ，亡 



31, (a) 

/(0, t) = 1. (b) Now f(s,t) = (5 H- l)!/(5〆 一 1) ■ . . /(0j£ — 1) has the solution 


solves the recurrence /(s f i) = 2 f{s — - 1 } when f[s ， 0) 






s 
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32, (a) No simple formula seems to exist, but the listings can be counted for small 3 
and t by systematically computing the number of gen lex paths that run through all 
weight-t strings from a given starting point to a given ending point via revolving»door 
moves. The totals tor s + t < 6 are 



1 10 160 160 16 
1 32 2264 17152 2264 32 


and /(4,4) ― 95^304412,865 1 280; /(5,5) % 5,92646 x 10 4S . [This class of combination 
generators was first 
attempt to enumerate them.] 

(b) By extending the proof of Theorem N, one can show that all such listings or 

their reversals must run from to 0 a l*0 9 — a for some a y 1 < a < s. Moreover, the 

number n t tu of possibilities, given s, and a with si > 0, satisfies nui = 1 and 


studied by G - Ekrlich, JACM 20 (1973), 500-513, but he did not 



r -1)1 ^ 1 ) i if fl > i, 

l if a = 1 < s. 


This recurrence has the remarkable solution n g t a — 2 m where 


m(s,i 5 a)= 


m+(n + ■ ■ ■+g)+ 5 a - ( a<5 ]i 


if t is even; 
if t is odd. 


33* Consider first the case t 1: The number of near-perfect paths from i to j > i is 
f(j - i - [i >0] - [j < n - 1]) ? where f{j)^ ~ 1/(1- z- z z ), (By coincidence, the 
same sequence f(j) arises in Caron’s polyphase merge on 6 tapes, Table 5,4,2-2.) The 
sum over 0 < i < j < n is 3/(n) + f(n—l) + /(n-2) + 2 - n; and we must double this. 


to cover cases with j > i- 

When t > 1 we can construct (^) x (?) matrices that tell how many genlex listings 
begin and end with particular combinations- The entries of these matrices are sums of 


products of matrices for the case 


1, summed over all paths of the type considered 


for t 


L The totals for s + i < 6 turn out to be 



where the right-hand triangle shows the number of cycles^ g(sA). Further values include 

/(4,4) = 17736; /(5,5) = 9,900,888,879,984; j(4,4) = 96; ff(5,5) = 30,961,456,320. 

There are exactly 10 such schemes when s — 2 and n > 4 - Fbr example，when 

n — 7 they run from 43210 to 65431 or 65432, or from 54321 to 65420 or 65430 or 
65432, or the reverse. 
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34， The minimum can be computed as in the previous answer t but using min-plus 

matrix multiplication Cij = mink(aik + 6*/) instead of ordinary matrix multiplication 

. (When s = i = 5^ the geolex path in Fig* 26(e) with only 49 imperfect 

= 5 that has only 55 


transitions is essentially unique. There is a genlex cycle ioi s = t 

imperfect bus,) . 

35, From the recurrences (ss) we have a A t - h ( 卜 i) + [ 肩〉 l][i> 0] + a (卜 




consequently a &t - h at + [5> l][fodd] and a vt = + a ( 卜 + 

[s > 1] ft odd]. The solution is 





s + t 




2 




2fe 


s 



[j > 1] [ 史 even]; 


this Bum is approjdmately s/(s + 2t) times (. 

30* Consider the binary tree with root node (a, t) and with recursively defined subtrees 
rooted at (s-ljt) and [s f t- 1) whenever $t > 0; the node (s^ t) is a Leaf if st = 0* Then 
the subtree rooted at (a, t) has leaves，corresponding to all (s, t)-cambmatIoos 


On 


aioo 


Nodes on level I correspond to prefixes a n ^ 


1 H 


a n »t, and leaves on 


level i are combinations with r 


n — l 


Any genlex algorithm for combinations a n ^i . *, a\UQ corresponds to preorder tra¬ 
versal of such a tree，after the children of the 一 1 branch nodes have been 

i 1 * 

such genlex schemes 



ordered in any desired way; that，in fact，is why there are 2( * 

(exercise 31(a)), And the operation j f- j + 1 is performed exactly once per branch 

node, namely after both children have been processed. 

■ 

Incidentally^ exercise 7.2 、 1.2-6(a) implies that the average value of r is s/(f +1) + 
t/fs+l), which can be Q(n); thus the extra time needed to keep track of r is worthwhile, 

37. (a) In the lexicographic case we needn’t maintain the Wj table, since aj is active 

for ^ > r If and only if aj = 0, After setting % 1 and a 卜 i <— 0 there are two cases 


to consider if j > 1: If r 



f, set 



J 


1; ot hftrwiss set aj —2 -»* 戊 o ^~ 0 r l 3 


and 


r 



3 


r (or r 4— j if r was 



1), 


(b) Now the transitions to be handled when j > l are to change % - ■ ao as follows: 


or 41101 
ion r 


-2 


010 r -> 10 r+1 , 010 a l 



io r — oio^ 1 , no r 010 


1 ， 



0 a l r+1 ; th^e six cases are easily distinguished* The value of r should change 


appropriately. 


(c) Again the case j = 1 is trivial. Otherwise 01 a 0 


101 


1 


0 r : 0 a l 



10 a l 


-1 


101 a 0 r 4 01 a+1 0 r ; 10 a V =4 0 a l r+1 ; and there is also an ambiguoi^ case, which can 
occur only if contains at least one 0: Let k > j be minimal with ak 


0 


Then 10 r 



010 


if k is odd, 10 


r 



0 r l if fc is even. 


38* The same algorithm works, except that (i) step Cl sets a n -i … a。f if 

n is odd or s =： I ? a n -i “*00 — 001 £ 0 J "* 2 if n is even and s > with an appropriate 
value of r; (ii) step C3 interchanges the roles of even and odd; (iii) step C5 goes to C4 

also if j — L 

39« lii general s start with r 


0 5 j 


s + t 


1, and repeat the following steps until 


st 


0 


r 卜 r + [ti/j = 0]( 


3 


S ^ 8 




3 


a j 


[a^ = 0] 


t i — t 







3 


r 

3 


1 


Then r is the rank of a 


aioo* So the rank of 11(X)1001000011111101101010 is 


^)+(?D+e)+(^+(V)+(V)+Q+ ⑺ +O (》 (D+Q+O (?) O 


2390131 . 
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40. We start with TV h 999999, t; f- 0 ? and repeat the following steps until st 

0, set ^ t - 1 and a s±t 4 - l if N < otherwise set N t N ， [ 


0: If 


J +1 _ 1 


V 



■ 

(s + t) mod 2, s — 5 — 1 ， <2 s+t 0. If v 


M 



y 


set t; 





and a^+< <— 0 if N < t otherwise set TV 4— iV 




(蚪 r 1 ). 


t) mod 2, 5 5 

一 1 ， dj+t — 


1 ， 



Finally if 5 = 0, s€t at 


do 


l f ; if 


0 ， set a M ^i ... oo ^ 0 J * The answer is 


025 


■ oo = 111010011 111 1010100100000L 


41, Let c(0) 


c(2 n 


1C 2 








1C2 


oc 



C n where Can 


0C2n 


1 


2n^l 



2n+l 


lC2ny 0C2n\ Cq 


=Co 


Cl 


n+1 


oc 


2n 


c. Then aj ® bj 


十 1 &(6 j+2 I {bj+ 3 & (bj+41 … ))）if j is even, 6j +t | (fr J+ 2 & (tj+a | (fc>+4&" ■)_)) itj is odd* 
Curiously we also have the inverse relation e ((… 叫如化吞 jGcOa)=( …& 

42. Equation ( 40 ) shows that the left context 卜 " 0 | + i does not affect the behavior 


of the algorithm on a! 


— 1 


ao if 0 ( 


0 and l > r, 「rherefore we can analyze 


Algorithm C by counting combiiiatiotis that end with certain bit patterns, and it 

follows that the number of times each operation is performed can be represented as 


w^z^piw.z)/^ 




切 2 f(l 




之 2 ) 


2 



w 


z) for an appropriate polynomial p(w^z). 


For example, the algorithm goes from C5 to C4 once for each combination that ends 
with 01 2 a+ 1 01 2b+1 or has the form l tt+ 1 01 lb+1 , for integers a, 6 > 0 ; the corresponding 


generating functions are w 2 z 2 /(l 


^ 2 ) 3 a 


■ ■ 


w 


z) and w{z 2 + z 3 )/(l 


z 


Here are the polynomials p(w y z) for kay operations. Let W 




■ 


w 


2 


2\2 


z 


1 


z 


2 


C3 4 C4: 

C3 C5: 

C6: 

C7 ： 


C3 
C3 
C4(j 


wzW(l-\-wz)(l—w — z 2 )\ 

wzW(w+z)(l-w^-z 2 )] 

w 2 z 2 W (w z); 


C5(r — 1): w 2 zW 2 Z(l-wz-z 2 ) 

C5(r +- j-1): w 2 z z W 2 {l—wz—z 2 )\ 


C6(j 


1 ): 


w 2 zW 2 Z: 



w^zW(l+wz)\ 

wzW 2 Z(l 


w— 


z 2 ) 


C4(r 卜 ^1): w^zWZ(l-w^z 2 )] 


C6(rt j - 1): w 2 z 3 W 2 ; 
C6(r < - j): w s z 2 WZ\ 

m 2 zW 2 : 


C7 



C 6 ： 


C4(r — j): 


wz 2 W 2 (1+z- 2wz-~z 


2 


z 


3 



C7(r t j) 


w 4 zWZ; 


C7(r z 2 W 2 . 


C5 ^ C4 ： wz 2 W 2 {l — VJZ — Z 2 )； 

C5(r J^2): w*zWZ(l—wz — z 2 ); 

The asymptotic value is ( fl ^)(p(l - x 1 x)/(2x - ^ ? ) 2 (1 « x 2 ) 2 + 0(n~ 1 )) 1 for fixed 

0 < x < if £ = xn + 0(1) as n —^ 00 . Thus we find，for example, that the four*way 

:1 ： a ： : iHrX —x 2 . 


branching in step C3 takes place with relative frequencies x + x 2 


x 


3 


Incidentally, the number of cases with j odd exceeds the number of cases with 



even by 


y' (“m 2 ( ^[ 2 A ； + 2 f + t] + [sodd][todd], 

kj>l 


in any genlex scheme that uses ( 39 ). This quantity has the interesting generating 
function mz/(l + w)[l + ^)(1 — w — z). 

43 . The identity is true for all nonnegative integers 1 , except when x 

44. In fact ， Ct(n) — 1 = C t (n - l) R y and C*{n) - 1 : Ct(n - 1)^. (Hence C t {n) 


2 


C t (n 


2 ) ， etc.) 


45 - In the following algorithm, r is the least subscript with c r > r, 

CC1- [Initialize.] Set Cj and zj 0 for 1 < j < t + L Also set 


r 



,(We assume that 0 < ( < n. 


CC2, [Visit.] Visit the combination q ", c ： ?c 卜 Then set j 
CC3. [Branch.] Go to CC5 if ^ # 0, 



r 
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CC4. [Tty to decrease €j] Set ^ 4 - Cj + (cj mod 2) - 2 , If ^ > j 5 set Cj x y 

r 4 r- 1 ； otherwise if cj = j, set Cj 卜 j - 1， ^ 卜 Cj+i — {(cj+i + 1} mod 2) 1 

r j ； otherwise if Cj < set c 3 i- j, Zj ^ q+i — ((e> 十 i 十 1) rn^d 2) 3 
r max(l, j - I); otherwise set Cj i- r j F Fleturn to CC 2 - 

CC5, (Tty to incteas^ cj] Set x ^ c y + 2. U x < 2 Jt set Cj +- x\ otherwise if 

sc — ^ and # Oi set q 卜 a: — {c i+t mod 2); othwwbe set z 3 ^ 0, 

j j + I f and go to CC 3 (but terminate if j > t). If c\ > 0 t set r 4 r- i ； 
otherwise set r 4 - j - L Return to CC2_ | 

48 ， Equation ( 40 ) implies that Uk = (bj + + 1 ) mod 2 when j is minimal with bj > k, 
TheiiL (37) and (38) yidd the following algorithm，where we for convenience 

that 3 < 5 < n, 

CBl* [Initialize,] Set 6 j 卜 jf — 1 for 1 < j < 5; also set 2 ： +- 5 + 1 1 ^ 'f- L (When 

subsequent steps examine the value of it is the smallest index such that 

L) 

CB2* [VLsit-j Visit the dual combination … h2b\, 

to CBS if fc! > 0 5 

otherwise to CB§ if 6^ is odd, Go to CB 9 if is even and bi > 0 . Otherwise 
go to CB8 if — + 1, otherwise to CB 7 . 


CB3. [Branch.] If 62 is odd: Go to CB4 if 62 # fei 十 l t otherwiae 


CB4. [Increase fci,] Set fci fci + 1 and return to CB2. 

CBS, [Slide hi and b^] If h is odd, set b v 卜 h + 1 and ^ + I; otherwise 


set 61 m 1 , i—■ &2 — z S. Go to CB 2 . 

set z z — 2, i^+i ■<— ^ + 1 3 fe x 4 - ^； otherwise set 
^ ^ z l t b r f-* G>o to CB2 - 


CBfl, [Slide left.] If ^ is odd, 


CB7. [Slide 5^] If h t+1 is odd, set b s i— + 1 and terminate if > n; otherwise 

set bv 4- 5x — 1, then if < 2 set 2 4 — ^ + L To CB2„ 


CB@. [Slide and If ft *+2 is f>dd, set b z +- 6^+1 H b t 

terminate if & J+i > n. Otherwise set h b z 

set 丨卜 ： + 2, To CB 2 , 


+ a 卜 fea + 1， ^nd 

—1 s then if b z < z 


CB 队 [Decrease bj ,] Set bi 4 - bj — 1， 5 +- 2 f and return to CB 2 » 

Notice that this algorithm is ioopless. Chase gave a similar procedure for the sequence 
Cft in Cong. Num. 80 (1989) ， 233-237. It is truly amazing that this algorithm defines 

precisely th€ complements of the indices q ... cj produced by . the algorithm in the 
previous exercise. 


38) ? with 

levels of the 

recursion. Separate pointers tq, ri ? ■■” r^-i are needed t€i keep track of the revalues 
on each level (Many other solutions are poasibk ) 


47, We CBji t for example, u 能 Algorithm C and its reverse (exercise 

replaced by a d!-bit number whose bits represent activity at different 


48* There are permutations 


貫 m such that the kih dement ©f Aj is 个战卜卜 


And runs througli sdl permutations of {si 


as j mrits frorai 0 to A r — L 


Historical noter The first publication of a homogeneous revolving-dcK>r scheme 
for (s, fj combiniatioas was by Eva Torok, Af^tematiJbaj Lapok 19 ( 1 & 68 ), 143-146, 


who was motivated by the generation of multiset per mutations r Many authors have 
subsequently relied on the homogeiieity condition for similar constructions! but this 
exercise shows that homogeneity is not ii^cessary. 
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49. 


We have lim^ q (z km+r - i)/(^ r - 1 ) 

is = k/l when r 




when 0 < 



< m. and the limit 


numerator f] 
a = b (modulo m). 


k<<!< 


(L Sq we can pair up factors of the 
(z a — 1 ) with factors of the denominator FIo<t<Jt( zb — when 


Notes; This formula was discovered by G, Olive, AMM 72 (1965), 619. In the 


special case m 


2 , g 


the second factor vanishes only when n is even and k is 


odd* The formula — ( n :山 holds for all n > 0 , but (^^J) is not always equal 


to We do, however, have [k/m\ + [(n- k)/m\ = [n/mj in the case when 


n mod m> k mod m; otherwise the second factor is zero, 

50* The stated coefficient is zero when mod m + - - + mod m > m. Otherwise 
equals 



[(nj ^ -+ nt)/m\ 



(ni + 


+ nt) mod m 


[ni/mj ，"” [n f /mj / Vm mod m, • • • ， mod m 


9 


by Eq, 1,2. 6 -( 43 ); here each upper index is the sum of the lower indices, 

51. All paths clearly run between 000111 and 111000, since those vertices have de* 

gree L Fourteen total paths reduce to four under the stated equivalences* The path 
in ( 50 ), which is equivalent to itself under reflection-and-reversal，can be described 

by the delta aequeuce A = 3452132523414354123; the other three classes are B 
3452541453414512543, C = 3452541453252154123, D = 3452134145341432543, D + H* 

Lehmer found path C [AMM 72 (1965), Part II, 36-46]; D is essentially the path 
constructed by Eades, Hickey, and Read, 

(Incidentally, perfect schemes aren’t really rare，although they seem to be difficult 
to construct systematically. The case (s^t) — (3,5) has 4,050 f 046 of them.) 

52« We may assume that each Sj is nonzero and that d > L Then the difference 


between permutations with an even and odd number of inversions is 

2, by exercise 50、 unless at least two of the multiplicities Sj are odd. a 

Conversely, if at least two multiplicities are odd, n general construction by G, Sta- 
chowiak [SIAM J. Discrete Matii. 6 (1992), 199-206] shows that a perfect scheme 
exists. Indeed, his construction applies to a variety of topological sorting problems; in 
the special case of multisets it gives a Hamiltonian cycle in all cases with d > 1 and 
sqsi odd, except when d = 2 , so = = and ^2 is even. 

53* See AMM 72 (1965), Part II, 36-46. 

54. Assuming that st ^ 0 , a Hamiltonian path exists if and only if 5 and t are not 
both even; a Hamiltonian cycle exists if and only if, in addition, (s ^ 2 and t ^ 2) or 


n 


5 . [T. C. Enns, Discrete Math. 122 (1993), 153-165.] 


55, [Solution by Aaron Williams.] The sequence Wit has the correct properties if 


w 9t ^ 0W {B _ l)u \W B{t . lh forsf >0; Wot 




0 , 


And there is an amazingly efficient, loopless implementation: Assume that t > 0* 

Wl. [Initialize.] Set n ^ 4- 1 for 0 < j and aj 0 for f < j < n. 


Also set j k 


.(This is tricky, but it works.) 


W 2 i [Visit.] Visit the (s f ^-combination a n ^i -"aiOo 

out aj.] Set aj ^ 0 and 7 4- j + L 


W3. [Zero 
W4* [Easy 

W5. [Wrap around,] Terminate if j — n. Otherwise set 



?1 If a 



1， set ak l, k k + l, and return to W2 



L Then if fc > 0 , 


set 



00 



0 


4- 


and fc 0 , Return to W 2 
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After the second visit, j is the smallest index with a^ay-i = 10， and k is smallest 


with ajt = 0, The easy case occurs exactly 






9 


1 times: the condition k 




0 


occurs in step W5 exactly ( 3 十广 2 ) + Sti times. Curiously, if N has the oombinatorial 

representation ( 57 )，the combination of rank N in Algorithm L has rank N — t+ (/^ ) + 


v 


1 in Algorithm W, [Lecture Notes in Comp, ScL 3595 (2005) ， 570-576.] 


(b) SET 

1H PUSHJ $0,Visit 
ADDU IO^its.1 ； 



$0 f $0 f bits 

SUBU $i f $ 04 ； XOE 

ADDU AHD 

AND $0,10.bits; ODIF $0,10,1 

ADDU bits/bits,*1 


S 


m 

UBU 


(This program assumes that « > 0 and t > 0,) 

Visit bite = " . aiao)2. 

Set $0 ^r- bits (fe (bits 十 1 )， 

Set U — $ 0®($0 - 
Set $0 — $1 + 1 , $1 — $1 & bits. 

Set $0 i- ($0 fc bits) 


Set bits 卜 bits + $1 ~ $0. 


SRU $0,bit8,»+t; PBZ $0，iB 


Repeat unless 




56* [Discrete Mati. 48 (1984) ， 163-171*] This problem is equivalent to the “middle 
levels conjecture^ which states that there is a Gray path through all binary strings 
of length 2t — 1 and weights {t — 1，£}. In fact, such strings can almost certainly be 
generated by a delta sequence of the special form ooai ", ait -2 where the elements of 
ctk are those of ao shifted by k, modulo 2t ― L For example, when t — 3 we can start 
with a 5 a 4 aBa 2 atao = 000111 and repeatedly swap ao ^4 where S runs through the 
cycle (4134 5245 1351 2412 3523). The middle levels conjecture is known to be true for 
t < 15 [see L Shields and C. D, Savage, Cong ， Num, 140 (1999) ， 161-178]* 

57. Yes; there is a near-perfect gen lex solution for all m, n, and t when n > m > i. 
One such scheme, in bitstring no tat ion ? is 1 A( m&t )(t-ijO n "" m 1 


01 A 


0 n 


1A 


A 


St 


of (35 )， 


( 






o n 


+ 1 1 A 


(m—t)(t— 1) 


d n 




■t) (t—l) 


o n 


1 using the sequences 


58* Solve the previous problem with m and n reduced by 


1 ， then add j 


1 to 


each Cj. (Case (a)，which is particularly simple, wpu? probably known to Czerny,) 


59* The generating function G mn t(^) — E 夕訓以 for the number g m ntk of chords 
reachable in fc steps from 0 打一 *1* satisfies G mm t (之 )=(?)! and G m („ + 1 j t (z) = G mni (z)+ 
2 *n-(*-i)m(o: ， because the latter term accounts for cases with c f = n and C\ > 

m. A perfect scheme is possible only if |G mn t(-l}| < Bui if 71 > m > ^ > 2 T 

this condition holds only when m 


n 


+ 1 or (n — t)t is odd，by { 49 ). So there is no 
perfect solution when t = 4 and m > 5* (Many chords have only two neighbors when 


n 


t + 2, ao one can easily rule out that case. All cases with n > m > 5 and 



apparently do have perfect paths when n is even,) 

60* The following solution uses lexicographic order, taking care to ensure that the aver 


age amount of computation per visit is bounded. We may assume that s tm 
and t < m a + ^ + mi + _■ 


mo 一 0 


t 


Ql* [Initialize-] Set qj 0 for s > j > 1 , and x 

Q2< [Distribute*] Set j 0, Then while x > m Jf set qj ^ mj, a: 4— x 

j 卜 j + 1， and repeat until x < ntj. Finally set 
Q 3 i [Visit*] Visit the bounded composition q 9 + 


m 



+ ^ i 



Qo- 


Q4* [Pick up the rightmost units.] If j = set x 





j L Otherwise if 




set 





i - 


卜 0 5 and j 





Q5, [Pul]?] Terminate if j 


Otherwise if qj 




m. 


go to QT. 
卜 x 


0 





and repeat this step- 
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Q6. [Increase %'•] Set g ； 

(In that case q 卜 i = 





L Then if x = 0, set qo 4 - 0 and return to Q3 
go = 0 ,) Otherwise go to Q 2 - 


QT- [Increase and decreaseJ (Now 屮 =m! for j > i > 0.) While qj — mj，set 

+ 1 and repeat until qj < (but terminate if J > 3 ), Then set 


J 






， j 卜 j - h qj 





• if 如 


0 , set 




L Return to Q3, 


For example, if m & 


rtiQ 




9, the successors of the composition 3+9+9+7+0+0 


are 4+0 + 0 + 6 + 9+9, 4 +0 + 0 +7 +8 + 9, 4 + 0 + 0 + 7 + 9 + 8 , 4+ 0 + 0 + 8 +7 + 9 


61* Let F 9 (t) ~ 0 if t < 0 or t + … + m 。； otherwise let Fo(i) — and 


F,(0 =0+F,«i(t), 





R 


2 +F, 



2 )， 


■IS ^ 


m 3 +F 3 



m a ) 


R 


when s > 0* This sequence can be shown to have the required properties; it is ? in 
fact，equivalent to the compositions defined by the homogeneous sequence K 9t of ( 31 ) 

under the correspondence of exercise 4, when restricted to the subsequence defined by 

■■ 

the bounds m” … ， m©, [See T, Walsh, J. Comhinatorml Math, and Comhmatorml 


Computing 33 (2000) ， 323-345, who has implemented it looplessly.] 

62, (a) A 2 x ti contingency table with row sums r and ci + 
to solving r = ai + - - - + with 0 < ai 


■f c 


r is equivalent 


j. ， 0 ^ ^ C-fi * 

(b) We can compute it sequentially by setting min(ri 




c i 




i)jf) for j 






1 ， 


n 


for i 




1 ， 




J 


m. Alternatively, if ri < ci 3 set 


an ri, ai 2 … 1 am 4- 0, and do the remaining rows with cj decreased by r%; if 


ri > ci, set an — ci, a 2 i 


卜 a m i 0 , and do the remain log columns with ri 


decreased by c% B The second approach shows that at most m + n — 1 of the entries are 
nonzero. We can also write down the explicit formula 






1110x(0, mm{ri f Cj, rj + … + n ~ c?i 


* ■ 


Cj 一 1 ， Cl + 


禰警 + 


+ Cj 


n 





(c) The same matrix is obtained as in (b), 

(d) Reverse left and right in (b) and (c); in both cases the answer is 


a ij 




max( 0 , min(r“ q, r++i + 


h i A- 


+ rm 




Cl 




Cj_i, Ci + - 






T{ 


■r *»■ » 


r 



(€) Here we choose, say, row-wise order: Generate the first row just as for bounded 
compositions of ri, with bounds (ci”-”c n ); and for each row … ， o^ n ) ， gen¬ 
erate the remaining rows recursively in the same way, but with the column sums 


(ci 




an 3 


i ■ n 


1 


c n 


ai n ). Most of the action takes place cm the bottom two rows. 


but when a change is made to an earlier row the later rows must be re-initialized. 
63* If aij and aid are positive, we obtain another contingency table by setting 



a ij 


l s an 4 - an + 1 , akj ^ ajtj + 1, akt aki — We want to show that the graph G 


whose vertices are the contingency tables for (r 


r m ;ci, __c n ), adjacent if they 


can be obtained from each other by such a transformation, has a Hamiltonian path. 

When m = n — 2, G is a simple path B When m — 2 and n = 3 S G has a two 

dimensional structure from which we can see that every vertex is the starting point of at 

least two Hamiltonian paths, having distinct endpoints. When m — 2 and n > 4 we can 
show T inductively’ that G actually has Hamiltonian paths from any vertex to any oth^r. 

When m > 3 and ti > 3 , we can reduce the problem from m to m — 1 as in answer 
62(e)，if we are careful not to “paint ourselves into a comer.” Namely，we must avoid 
reaching a state where the nonzero entries of the bottom two rows have the form (J ^ ° 
for some h } c > 0 and a change to row m — 2 forces this to become The 
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previous round of changes to rows m 〜1 and m can avoid such a trap unless c = l and 
it begins with (^ ?) or (o a)- But that situation can be avoided too. 

(A genlex method based on exercise 61 would be considerably simpler, and it 
almost always would make only four changes per step* But it would occasionally need 
to update 2 min(m ， n) entries at a time) 


64* When x\ ^, x s is a binary string and Is a list of subcubes, let A ® 


a? 


denote replacing the digitfi (ai 


a s ) m each subcube of A by (ai 




from left to right. For example, 0*1**10© 1010 — 1*1 ㈣ 00- Then the following mutual 
recursions define a Gray cycle, because A 9 t gives a Gray path from 0 s * 1 to 10 s ~ l * t and 


Bgt gives a Gray path from to *01 卜 1 **— 1 ， when si > 0: 




The strings 001*’ 2 and 010 J " Z are simply 0 J when s < 2; is Gray binary code 


2 


Am 



ot 






(Incidentally^ the somewhat simpler construction 


G 






a t 


t mod 2 




defines a pleasant Gray path from to at^i^O 3 ^ 1 .) 

65. If a path P is considered equivalent to P R and to P®xi ， ..x 37 the total number 
can be computed systematically as iix exercise 33, with the following results for s+t < 6: 


paths 


1 2 1 

13 3 1 

1 5 10 4 1 

1 Q 36 35 5 1 

1 9 310 4630 218 6 I 


cycles 






1 3 46 4 1 1 1 


In general there are t +1 paths when s — 1 and n+ 2 ) — (5 mod 2) when 


The 


cycles for s < 2 



imique. 

paths and 2.495 x 10 70 cycles. 


When s 


t 


5 there are approximately 6.869 x 10 iro 


06， Let G(h, 0) = £; G(n } t) = 0 when n < t; and for 1 < i < n 7 let G[n,t) be 




n 




l)G(n-ht) R , g{2 % 


l)G(n 





where g(k) is a tbit column containing the Gray binary number g(k} with its least 
significant bit at the top. In this general formula we implicitly add a row of zeros 


b，low the bases of G(n — l,f 


1 )* 


This rem^kable rule gives ordinary Gray binary code when t — 1, omitting 0, “ 00 

A cyclic Gray code is impossible because {^} is odd. 


67. A Gray path for compositions corresponding to Algorithm C implies that there is 
a path in which all transitions are 0*1 J ㈠ ^0* with min(fc,l) < 2, Perhaps there is, in 


fact, a cycle with nnn(k, 1) = 1 in each transition, 
68 , {a) {0}; (b) 8. 


69. The le^t JV with K t N<Ni, + ( 口 ) + .”+(1) + 1 = i{( 2 ；) + ( 2 ；~ 2 ) + 

■ .* + (S) + 1 )， 账 (t:i) $ 试 an d 011 扠 ifn>2t- 1. 
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70* From the identity 


^((V)+^)-((V)+^) = ^(( 2 V 2 )+^)-({ 3 V 3 )+^) = { 2 i ; 2 )t^+^ N ^ N 

when N f < ( 2 、 _3 ), we conclude that the maximum is ( 3 'H + ('、” 占 + … + (;) }, 
and it occurs at 2 t_1 values of N when t > 

71, Let Ct be the f-cliques* The first ( 14 f 14 ) + (: 00 ?) ^combinations visited by Al¬ 
gorithm L define a graph on 1415 vertices with 1000000 edges. If |C*| were larger, 


I a' 


2 


Ct\ would exceed 1000000- Thus the single graph defined by P(ioooooo )2 has the 


maximum number of ^cliques for all t>2. 

72* M = (^*) + * - * + ( 二 ) for > - - > m u > u > where {m A} . 
{ 3 +!— 1 ， ， *. ， n v }\{r^” " ,n v +i }■ (Compare with exercise 15, which gives ( 




矗 1 


If cr = a n *i " • ao is the bit string corresponding to the combination ‘ ni, then 


v is 1 plus the number of trailing Is in a, and u is the length of the rightmost run 
of 0s, For example, when a = 1010001111 we have 5 = 4, i = 6, Af = (4) + (D 5 ^ = 


N 


(D + O 


5 , 


73, A and B are cross-intersecting <=> a ^ U \ 0 (or all a £ A and 0 € B 



And n 


B~ = 0 f where B 一 = {U\0 || 0 € flj is a set of (n - 1)-combinations. Since 



Nnt 




P N(n ^ h we have > |a n 一卜 ; /^( 托 _ 0 |， and 9 


—# —t 


(it -= t) 


Pn 


I 


•■甲 K n _tiV, Thus if A and B are cross-intersecting we have M + < 

nP N — 


where 

|AI + \d n - s ' f B^\ < C),and QMn.ri P N 、4 

Conversely, if QMn 9 H P^/ fl ^ 0 we have {") < M + JV ; < |j4j + so A 

and B cannot be cross- intersecting. 


t N (see exercise 94), Also, arguing as io ( 58 } and ( 59 )^ we find 

,, ”987654} in that particular case; and 


74_ \gQNnt 

= (n—l)Pisfs U … U IdP 脚 U {543210 


\\e p Nt\ 


(n + 


n t )N + (^^ 1 ) In general* 


T5* The identity {"^ 1 } = (^) + (^l{) + … + ( n ^), Eq. L 2 . 6 -(io), gives another 


■ hh mm mmm m m 

representation if n v > v. But ( 60 ) is unaffected，since we have 匕 )+ 0 



+ ( 


n«Jfc+l\ 


0 


/■ 


70, Represent N +1 by adding d) to ( 57 ); then use the previous exercise to deduce 


that Kt(N + 1 ) 


■ ■ 


K t N 




c:D 


=V 


77. [D. E. Daykin ，Nania Math, 8, 2 (1975), 78-83.] We work with extended repre¬ 


sentations M 


(?) + 


■ ■ 


+ (7) an d iV = (?) + … + ( n J) as in exercise 75, calling 


them improper if the final index ti or t; is zero* Call N flexible if it has both proper 
and improper representations, that is, if n v > v > 0, 


(a) Given an integer find M + N such that M + N = S and KtM + KtN is 
minimum, with M as large as possible. If iV = 0, we’re done. Otherwise the max-mie 

operation preserves both M 十 N and K t M + KtN，so we can assume that i; > u > 1 in 

the proper representations of M and N* If N is inflexible f Kt[M + 1 ) + k((/V 

(K|M + u 



1 ) + jV - u) < Kt M + KtNj by exercise 76; therefore N must be flexible- 
But then we can apply the max-min operation to M and the improper representation 
of N 、 increasing M: Contradiction, 

This proof shows that equality holds if and only if MN — 0 , a fact that was noted 
in 1927 by F, S. Macaulay. 

(b) Now we try to minimize max(K e M T iV) + Kt^\N when M + N — S } this time 

* The max-rain operation can still be used if 
nt-i < m*; leaving mt unchanged f it preserves M + iV and k*M + «*-! AT as well as the 


representing N as + 


^ * 


+ ( 〜 
\ V 


102 


ANSWERS TO EXERCISES 


7J 丄 3 


relation KtM > N, We arrive at a contradiction as in (a) if iV / 0 , so we can assume 


that m 


> m t 


If nt^i > mt have N > KtM and also XtN > M; hence M + N < MN + N 






■ i ■甲 


+ ( ntJ u +1 )t and we have K t (M + N) < K t (\ t N + N) 


■I ■- » 


iV + Kt^iN. 


Finally if = m* 




a, let Af 




and N 




Then K t (M+N) 


tt+l 


} + K-t -1 {M 



N f ) y K t M 






(<: 2 ) + 2 ’； the 


result follows by induction on t. 


78. [J, Eckhoff and G, WegneT, Periodica Mai A. Hung. 6 (1975), 137-142; A. J, W* 
Hilton, Periodica. Math- Hung, 10 (1979) ， 25^30*] Let M — |^ 4 i| and N — |j4o [； we can 


assume that t > 0 and N > 0. Then \dA\ 
|S4o| > max(KtM, AT) + nt^iN > Kt(M H 



- U Aol + \dAo\ > max(|9Ai|, ji4o|) + 
N) — |P| 川 *|, by induction on m + n + t, 


Conversely, let 


PMt 



1 and Aq 


ex 




pie, that {210,320} + i 





I; this notation means T for 




{321,431}, Then K t (M + N) < |94] 


|(9Aq) 0| - max(« t M\ N) + K t ^iN\ because dA% = + ^ [Schiil 

observed in 1959 that Kt{M + N) < KtM + Kt^\N if and only if > AT,] 


=\dAi U Aq\ + 
[Schiitzenberger 


_| 


For the first inequality, let ^4 and B be disjoint sets of f combinations with |j4| 








KtM^ \B 




N. } \9B\ 




KtN\ Then Kt(M + A^) 




\8AudB\ 


Kt\AUB\ < \d(AuB)\ 




|aA| + |9B| 




KtM + Kt N 9 


M, and 


70* In fact， + At^iM) — M t and /i*iV + 入卜购 N = 
N is given by ( 57 ). 

r 

80, If iV > 0 and t > represent N as in ( 57 ) and let N 


N + (712 




m)[tJ = 1 ] when 




No ^ Ni^ where 


No 


( 


Tit 


+ 


+ 


( 


n v 


v 


)， 


iVi 


n t 


+ 


+ 


n 


v 


(?) and Ni 


Let JVq 


N 0 + K t No > (?) 

fit N — Ni -h Kt~il 




(t:il Then, by induction on t and [x\, we have (^) 







on m 


{：) 




(?) > C) 


-r— 


r: 1 ) 


-w 




d and 




02 匕 ) 


[Lovasz actually proved a stronger result; see exercise 1*2,6-66. We have, similarly 


^N> (tlh 



Bjorner, Prankl, and Stanley, Comhinatorica 7 (1987), 27-28,] 


81* For example^ if the largest element of P^vg is 66433, we have 


iVs = {00000, … ， & 5555} U {60000” 


65555 }U {66000, … ， 66333} U{ 66400 


BI 66433} 


so N 


10 


) + (:) + (:) + (:) ■ Its lower shadow is 


9Pn5 


{0000, … ， 5555} U {6000, … ， 6555} U {6600, 


6633} U {6640,■,*,6643}, 


of 妞 e ㈣ ) + G) + 0_ 

If the smallest element of Qnq 5 is 66433, we have 


JB™L 

0iV95 




{99999, … ， 70000} U {66666, … ， 66500} U {66444, … ， 66440} U {66433} 


so N 




(OCMV)) + (OO) + 0 + GM ts ^PP er shadow is 




qQn9^ 




{ 绅 _9” . • ， 700000} U {666666, … ， 665000} 


U {664444, … ， 664400} U {664333, 


.,664330} 


of each 


of size (( 1 9 4 ) + ( 1 s 3 ) + ( i ^)) + (OHt)) + (t) + (1) = iV + k 9 N. The size, t r of each 
combination^ is essentially irrelevant^ as long bs N < for example，the smallest 


element of is 99966433 in the c 




have considered 
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Compute an associated value u, starting with v —p; horizontal mov^ change v ^ 2v, 
vertical moves from node a change v i- 2(^ - v). The path stops if we reach a node 


q ot 


twice with the same value t?. Transitions are not allowed to upper node a if t; < 

v > qa at that node; they are not allowed to lower node a with t; < 0 or u > g(a + 1). 

These restrictioas force most steps of the path* {Node a in the upper row means， w Solve 
r(x) = ax - u/g ，’； in the lower row it means，“Solve r(x) — v/q - axJ J ) Empirical 
tests suggest that all such paths are finite. The equation r(x) = p/q then has solutions 


x 


xq defined by the sequence xq, xi, X 2 


and Xk 


1 


where xjt = ^Xk + \ on a horizontal step 


1 * 

jXfc+i on a vertical step; eventually x* = for some j < k. U j > 0 and 


if g is not a power of 2, these are all the solutions to r(x) = p/q when x > 1/2, 


For example, this procedure establishes that t(x) = 1/5 and x > i/2 only when 


x is 83581/87040; the only path yields a：o = 1 








Xx9 


Xn^ There are, similarly, just two values x > 1/2 with r(x) = 3/5， having 


denominator 2 46 (2 56 


i)A 


Moreover f it appears that all cycles in the digraph that pass through node 0 define 
values of p and q such that t(x) = p/q has uncountably many solutions. Such values 
are，for example, 2/3, 8/15, 8/21, corresponding to the cycles (01) ， <0121) ， (012321}* 
The value 32/63 corresponds to (012121) and also to (012101234545454321 as well as 

to two other paths that do not return to 0. 

84. [FVankI, Matsumoto, Rima, and Tokushige, J. Combinatorial Theory A69 (1995 )， 
1.25-148*] If a < b we have 

= 6(( — l)^/( 2 t ^ l)- b = 2- fc (l + /(a 1 ft)r 1 -f- o( 6 4 a 2 ))， 


82* (a) The derivative would have to be ffefx), but that series diverges. 

[Informally, the graph of r(x) shows “pits” of relative magnitude 2~ k at all odd 
multiples of IrK Takagi's original publication, in Proc. Physico-Math. Soc, Japan (2) 
(1903) ， 176-177, has been translated into English in his Colleciml Papers (Iwanami 
Shoten ， 1973).j 

(b) Since T-*(l-t) - (一 1)「 2 *。 when fc > 0, we have ⑻ dt = - 

- m ° 

rk{u)du — Tk (w) du. The second equation follows from the fact that rjfc(|t} 
(t)^ Part (d) shows that these two equations suffice to define r(x) when x is 



X 


nt-i 

rational- 


(c) Since r(2" <1 ac) — ct2 


x 



when 2 


-i 


2" a r(x) for 0 < a; < 1， we have r(e) = ae + 0{t) 


<€< 2 -弋 Therefore r{e) 


fig 7 



O(e) for 0 < c < 1, 


(d) Suppose 0 < p/q < l. If p/q < 1/2 we have r(p/g) = p/g 十 r(2pfq)/2; 

otherwise r{p/q) — (q - p)/q + r(2(q * p)/q)/2. Therefore we can assume that q is 
odd. When q is odd，let p = p/2 when p is even, p’ = (穿 _ p)/2 when p is odd. Then 

r(p/q) — 2r(p/q) — 2p/q for Q < p < q; this system of 9 — 1 equations has a unique 
solution. For example, the values for ^ = 3 t 4, 5, 6, 7 are 2/3, 2/3; 1/2, 1/2, 1/2; 8/15, 

2/3, 2/3, 8/15; 1/2, 2/3, 1/2, 2/3, 1/2; 22/49, 30/49, 32/49, 32/49, 30/49, 22/49. 


(e) The solutions < | are x 

(f) The value | is achieved for x 


4 



16 ^ 


II 


64 


16 


64 


256 


6 


2±|±32±— ± 


an uncountable set 


83， Given any integers g > p > 0 S consider paths starting from 0 in the digraph 


i 


t 


5 t 6 




T 


4 15 








i 


t 


2 13 




T 


1 t 2 


i 


-► 


o 1 
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where / {a, 6) 


a(l + b) 


a 


2 


6(1 + 6)/4 




f(a+l r h) 


6 + 2a, Therefore if N has 


the combinatorial representation ( 57 ), and if we set rtj — 2t — 1 « 6 j, we have 


t 


T 


卜 JV-AT) 


h 

2 s 



bt 


2 




1 



h-2 

2 fc * 


4 


a 


+ 


+ 


O(log t) 


the terms being negligible when 6^ exceeds 2 lgt. And one can show that 



j=o 


e i 




2»2 


e J 


0 


85 + N—Xt~iN has the same asymptotic form as KtN_N，by (63), since r(x) = r{l-x)- 

So does up to 0(T(logt) B /t 2 ) y because ( 2 ^ fr ) ^ 2( 2i ； j； b )(\ + 0(logt)/t) 

when b < 21gL 


86. x € X 。〜 f 矣 X 。 x ^ X or x ^ X + ex or * - or ^ ^ X + 6 



xGX 


or x € X 


ex or 


i a ■ 


or x E X 


e 



xeX 



4 


87, All three are true, using the fact that X C y° if and only if X + C Y : (a) X C Y° 

X~ 。，一 (b) X+ g ^ X C Jf + °; hence 



X 


3 y 


Y 



Y 



X° C n Also X° C X 



X° + c X; hence X° + 。£ X 。， (c) aM < N <=^ 


Stf^S N ^S M QS° N ^M< 

88 - If ux < i/y then y(x — ejt) < ^(y = ej), $0 we can assume that i/x = s/y and that 
x > y in lexicographic order* We must have yj > 0^ otherwise i^(y ― fij) would exceed 
y(x~ ejt)- If — Vi for 1 S i 5 J，clearly k > j and x — y — €j. Otherwise Xi > t/* 


for some i < j; again we have x - e* < y — ej, unless x 

89. FVom the table 


efc 


y 







0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

ei 

eo 

64 

es 

e 3 

€3 


eg 

66 

er 

eu 

610 

ea 


eo 

ee 

ei 

eg 

ea 

eio 


eu 

67 

eg 

ea 

e§ 

e 6 

er 

eg 

€9 

^10 

eo 

eu 

ei 

C 2 

64 


€, + ei 

+c 2 

€j + h 

we find (a0,al, …, al2) = (0 f 4,6, 7, 8,9, 10,11 ， 11 ， 12, 12 f 12 ， 12); ( 风卢 1 ， ." 』 12) 

(0,0， M ，1 5 1，2,3,4 A 6， M 2>- 

X + and Z — CfeX, and let iV a = |Xfc(a)| for 0 < a < m*, Then 





mfc-l 


m fc 


y'll = Yi |n(a)|= \(X k (a^l) + e k )U(X k (a) + E k (0))\ 


0 


0 




> 



msjc.{N a 


i 


孤 ) 


0 


where a — l stands for (a — 1) mod and the a function comes from the (n 
dimensional torus, because |Xfc(a) + Sfc(0)| > aN a by induction. Also 



i^i 




mfc 



二 [ \(Z k (a - l) ^ e k ) U (Z k (a) + E k (0))\ 


Q2=0 


o 


鴨 k 



max(iV a 


aNa) 


a=0 


because both Zjt(a — 1) + cjt and Zjt(a) + £t(0) 



standard in n 


dunensions 
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01. Let there be N a points in row a of a totally compressed array, where row 0 is 


at the bottom; thus 


N. 


> N q > 

■ ivn- 


> 



> 



0_ We show first 


that there is an optimom X for which the “bad” condition N a — 凡 +i 


except when N a 


0 or N a 


never occurs 
iot* suDDose 


N a 


> N a 


^a-f 1 


― For if a is the smallest bad subscript, suppose 
N a +k > Then w€ can always decrease N a —k 

… ^ … where 


by 1 and add 1 to some Nh for 6 < a without increasing |X + |, except in c 


wiE 



1 and N 時 2 


N a + 


1 and 




/V a + a 




6 < I for 0 < 6 < a* Exploring such 


cases further, if N c +i < N c 


N c 一 i for some c > a + 1， we can set N c 




and 


iV a f- A「 a + 1， thereby either decreasing a or increasing Nq, Otherwise we can find 


a subscript d such that N c 




iVa+i Hr O + 1 


c > 0 for a < c < d f and either Nd 


0 or 


Nd < /Vd—i 




1. Then it is OK to decrease N c by 1 for a < c < d and subsequently to 


increase Nb by 1 for 0 < 6 < d 


a 


1. (It is important to note that if Nd 


0 we have 


N 0 >d 


1; hence d 


m implies l 


m- 


Repeating such transformations until N a > N a+ i whenever N a _ l and JV a+1 ^ 0, 


we reach situation (86)，and the proof can be completed as m the text. 

92, Let x + fc denote the lexicographically smallest element of “ T m n 

exceeds x and has weight i/x + k, if any such element exists. For example, if mi 


} that 


m 3 


4 and x 


211, we have x+1 


212, x+2 = 213, x+3 




223, x+ 4 




mi = 爪 2 

233, z + 5 




333, and x 十 6 does not exist; in general, a? + fc + 1 is obtained from z + fc by increasing 


the rightmost component that can be increased. If x + 


(mi 


1” "，m 


1), let 


us set x + + 


x + k. Then if S(fc) is the set of all elements of T(rrti 


m 


that are < x + k, we have S(k + 1) 




S(ky , Furthermore^ the elements of S that end 


in a are those whose first n — 1 components are in S(m — 1 


a)- 


The result of this exercise can be stated more intuitively; As we generate 



dimensional standard sets 5i ， S2， …， the (n 




l)-dimensional standard sets on each 


layer become spreads of each other just after each point is added to layer m — 1 
Similarly, they become cores of each other just before each point is added to layer 0. 


03. (a) Suppose the paxameters are 2 < m[ < < 


■p » 


< when sorted properly 


and let k be minimal with m fc ^ Then take N 


1 +rank(G，. + . T 0, m f k 


(We must assume that ， m n ) ^ 2, since parameters equal to 

anywhere.) 


一 1， 0” _ • ,0)- 

can be placed 


(b) Only in the proof for n 




2, buried inside the answer to exercise 91. That 


proof is incorporated by induction when n is larger* 

94. Complementation reverses lexicographic order and changes g to d. 


95 • For Theorem K f let d 


n 


1 and so 


Sd 


JL For Theorem M, let d 


8 


and Sq 


3d = £ + 1. 


96* In such a representation ? N is the number of multi comb In at ions of {90 + 0,* 1 ¥ 


S 2 ^ 2 1 , - that precede n t n t 


“Til 


in lexicographic order, because the generalized 


coefficient counts the mill t ico mb in at ion s whose leftmost component is < n. 

If we tnmcate the representation by stopping at the rightmost nonzero term 
we obtain a nke generalization of (60 )： 


\dP N 


S(n t ) 


t 


) 



( 


S(nt- 



+ 


kri.* 


+ 


S(n v ) 


v 


) 


[See G* F, Clements f J, Combinatorial Theory AST (1984) t 91 - 97* The inequalities 
so > s\ > * — > sd are needed for the validity of Corollary C 3 but not for the calculation 

of I OPni I * Some terms ( s (: k )) for 亡 > k > v may be zero. For example, when N = 1, 
t = 4, so = 3, and 3i = 2, we have N — ( 5 ^) + ( 5 j^) —0+1,] 
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97. (a) The tetrahedron has four vertices，six edges, four faces: (Nq” 




(1,4,6,4,1), 


The octahedron, similarly, has {No, 


Ns) 


{1,6,M ， 0,0,0), and 


the icosahedron has {No 


_ ifl 


j W 12 ) = ( 1 ? 12,30,20, 0” " ， (!)• The hexahedron 5 aka the 


3-cube, has eight vertices，12 edges, and six square faces; perturbation breaks each 
square fac« into two triangles and introduces new edges, so we have (iV 。， … ， N&) — 
(1 ， 8,18,12,0, - ，， , 0). Finally, the perturbed pentagonal faces of the dodecahedron lead 


to (No” " ， iV^o) 


(1,20,54, 36, 0, … ， 0}, 


(b) {210,310} U {10, 20, 21, 30, 31} U {0, I ， 2,3} U {«}• 

(c) 0 < iVt < (") for 0 < i < n and Nt-i > KtNt for 


< t < n. The second 


condition is equivalent to A 


N t ^i > Nt for 1 < # < n y if we define XqI 


oo- These 


conditions are necessary for Theorem K, and sufficient if ^4 


IJPn 


tt 


(d) The complements of the elements not in a simpiicial complex, n 


Mn 


dy the sets 


{ {0, …， n 


1 } \ o |1 a ^ C} 7 form a simplicial complex. (We can also verify that 


the necessary and sufficient condition holds ： N' 




JV n . 


t+1 


< because K n ^tN n - 


«+i 






> KtNt <=> Xi^iNt 


> N t <=> 


X t 


h-i by exercise 94,) 


(e) 00000 料 14641; 10000 14640; 11000 分 14630; 12000 ㈠ 14620; 13000 +4 


14610; 14 


Wm 


<4 14 


HR? 


12100 ㈠ 14520; 13100 o 14510; 14100 料 14500; 13200 o 


14410; 14200 O 14400; 13300 14400; and the seltdual cases 14300, 13310. 

98, The following procedure by S, Linusson {Com bin at orica 19 (1999) ， 255-266], who 
considered also the more general problem for multisets, is considerably faster than a 


more obvious approach. Let L(n,h, l) count feasible vectors with Nt 





t+1 < 


d and Nt 




0 (ot t > h. Then L{n^hJ) 




0 unless 


( 7 ) for 0 < t < /, 
1 < t <h < n; 


also L(n, ft, h) 




L(n ， h ，一 1) 


} and L(n,n^) = L(n，n 


IJ) for l < n 


n > h > l > Q we can compute L(n,h, 1} 




Ei=! L i n 


l ， h ， j)L(n 


hj 


U 


When 
' 1) 5 a 


recurrence that follows from Theorem K. (Each size vector corresponds to the complex 
IJPNtt^ with L(n —l t A, j) representing combinations that do not contain the maximum 


element rt — 

total is L(n) 


1 and L(n — l,j - 

= l (卩，打 ，*) 




1) representing those that do.) Finally the grand 


We have L ⑼， L(l), X(2) 


2 】 3, 5, 10, 26 


， 553, 5461, 100709, 3718354, 


289725509, 


* * 


_ 


L(100) 3.2299 x 10 1642 . 


99* The maximal elements of a simplicial complex form a clutter; conversely, the 

combinations contained in elements of a clutter form a simplicial complex. Thus the 

two concepts are essentially equivalent. 


(a) If {Mo , Mi 


M n ) is the size vector of a clutter, then (No^Ni 


N n ) is 


the size vector of a simplicial complex if N n 


M n and Nt 




Mt + Kt+iNt^\ for 


0 < 


< n. Conversely, every such ( Nq 


N n ) yields an (A/q ， … ， M n ) if we use 


the lexicographically first Nt 亡 ， combi nations. [G. F, Clements extended this result to 

general multisets in Discrete Math^ 4 (1973) ， 123-128,] 

(b) In the order of answer 97(e) they are 00000 , 00001, 10000, 00040,01000> 00030, 
02000, 00120 , 03000, 00310, 04000, 00600, 00100, 00020, 01100, 00210 , 02100 , 00500, 
00200, 00110, 01200, 00400, 00300, 01010 , 01300, 00010 . Notice that (Mo T 〜， A/ n ) is 

feasible if and only if (M ns ■ ■ ■ ， Mo) is feasible，so we have a different sort uf duality in 

this interpretation, 

100. Represent ^4 as a subset of T(mi ， … ， m n ) as in the proof of Corollary C P Then the 
maximum value of i/A is obtained when A consists of the N lexicographleally smallest 
points . 

The proof starts by r^lucing to the case that A is compressed, in the sense that 
its t-multicombinations are P\AnT t \t fot each ^ Then if 3 / is the largest clement € A 
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and if a: is the smallest element 在 >1， we prove that x < y implies i/x > vy, hence 

t/(A \ {y} U {x}) > i/A, For if i/x ^ i/y - k we could find an element of d k y that is 
greater than x, contradicting the assumption that A is compressed, 

101* {a) In general ， F{p) = N 0 p n +Nip n ~ l (l-p)^^ ^N n (l-p) n when /( 欠 : ， … ， ar n ) 
is satisfied by exactly Nt binary strings x\ .., x n of weight t. Thus we find G(p) 

P 4 + 3p 3 (l -p)+p a (l-p ) 2 ； H(p) = p 4 + p 3 (l - p) + p 2 (l-p) 2 - 

(b) A monotone formula / is equivalent to a simplicial complex C under the cor¬ 


respondence f(x. 


x 


1 {j — 1 I T,j = 0} € <7. Therefore the functions f(p) 


of monotone Boolean functions are those that satisfy the condition of exercise 97(c), and 
we obtain a suitable function by choosing the lexicographically last N n — t t-combinations 

(which are complements of the first N s ^-combinations): {32X0}, {321 ， 320, 310} ， {32} 

gives 名 ) = wxyz V xyz V wyz V wxz V 汉之 = wxz V yz. 

M P, Schiitzenberger observed that we can find the parameters N t easily from 
f(p) by noting that /(l/(l +u)) = (^0 + ^11 + ^* + N n u n )/(l + u) n . One can show 


_• • 曜通 — Tar 4 ^ c|- f ^ ■ 一 I ■ 晒 — -ss- fwr- jhu m Tbrf- ws r 

that H(p) is not equivalent to a monotone formula in any number of variables 3 because 


(1 + u 



w 3 )/(l + ti) 4 = (爲 + iV ll£ + … + N n u n )/(l^u) n implies that M 


n 


3, 


n 



N 2 = ( rt 2 3 ) + 1, and k 2 N 2 

But the task of deciding this question Is not so simple m general- For example, 

the function (1 -h hu + 5n a + 5w 3 )/(1 + ti) 5 does not match any monotone formula in 

five variables，because = 7; but it equals (1 + 6u + 10u 2 + l(hi 3 + 5u 4 )/(l + u) 6 , 
which works fine with six* 

102, (a) Choose Nt linearly independent polynomials of degree t in I; order their terms 
lexicographically! and take linear combinations so that the lexicographically smallest 
terms are distinct monomials. Let V consist of all nuiltiples of those monomials. 

(b) Each monomial of degree i in V is essentially a t-multicombmation; for 
example, x\x 2 x\ corresponds to 55552U1. If M t is the set of independent monomials 
for degree the ideal property is equivalent to saying that Mt+i D gMt ， 

In the given example, M 3 = {%x?}; M 4 = eAf 3 U{x 0 x 1 xl}; M 5 = 


since xl(x 0 xi - - x^x^xl) = — 20 ^; and Mt+i 


gMt thereafter 


(c) By Theorem M we can assume that Aft = Qmh^ Let N t = ( n 】 J ) + - " + 
( n l 2 ) + ( n { l ) , where a + i > n t# > -- > > riti > 0; then nt s = s ^ t if and only if 




s 


2, 


nu 


0, Furthermore we have 


Nt^i ^ Nt + K s Nt 




^ n u + [n t9 >^] j + … + (如 + [n t 2 2 2]) + (n t 


i + [^n ^ 1] 


Therefore the sequence [nu—i—oo[nt s < s 


•¥ 


1 


n t 2 -t-oc[nt 2 < 2] 1 n ( i-t-oo[n t i < 1]) 


is lexicographically nondecreasing as t increases t where we insert 


oo 1 in components 


that have ntj 



1* Such a sequence cannot increase infinitely many times without 


exceeding the maximum value (s 




oo 




oo), by exercise 1.2*l-15(d) 


103. Let /Vjt be the first N elements of a sequence determined as follows: For each 
binary string x = x s+t -\ … x。，in lexicographic order, write down ( 了 ) subcubes by 
changing t of the Is to *s in all possible ways, in lexicographic order (considering 1 < * 
For example, if x — 0101101 and t — 2, we generate the sxibcubes OlOl^O*, 010*10*, 
010**01 ， 0*0110s 0*01*01, 0*0*101, 

[See B, Lindstrom, Arkiv for Mat 8 (1971) ， 245-257; a generalisation analogous 
to Corollary C appears in K. Engel, Speraer Theory (Cambridge Univ, Press, 1997 )， 
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104, The first N strings in cross order have the desired property* [T, N* Danh and 

D, E* Daykin, J. London Math. Soc. (2) 55 {1997), 417-426.] 

Notes: Beginning with the observation that the 4i l-shadow” of the N lexico 
graphically first strings of weight t (namely the strings obtained by deleting 1 bits 
only) consists of the first 叫 N strings of weight i, R* Ahbwede and N, Cai extended 
the Danh-Daykin theorem to allow insertion^ deletion, and/or transposition of bits 

[Combinatorica 17 (1997) ， 11-29; Applied MatL Letters 11 ， 5 (1998) ， 121-126]. Uwe 

Leek has proved that no total ordering of ternary strings has the analogous minimum- 
shadow property [Preprint 98/6 (Uiiiv. Rostock, 1998)，6 pages]. 

105， Every number must occur the same number of times in the cycle. Equivalently, 

must be a multiple of This necessary condition appears to be sufficient as 
well, provided that n is not too small with respect to but such a result may well be 
true yet impossible to prove. [See Chung, Graham, and Diacoois, Discrete Math. 110 

(1992) ， 55-57.J 

2 and t — 3^ for which elegant 
results are known. Similar but more complicated results have been derived fort — 4 
and t = 5, and the case t = 6 has been partially resolved* The case (n^t) — (12,6) is 
cinrently the smallest for which the existence of a universal cycle is unknown. 


The next few exercises consider the cases 


106* Let the differences mod (2m+l) be 1 ， 2,… 



1 


1 , 2 , 


m, 


1 


repeated 2m +1 


times; for example, the cycle for m = 3 is (013602561450346235124). This works 


because 1 + 


，婺 >!■ 


+ m 


m+l 
2 


)is relatively prime to 2m -f L [X Ecole Polytechnique 4 T 

Cahier 10 (1810) ， 16-48.]" 

107* The seven double IB ， … ， w*w can be inserted in 3 7 ways into any 
universal cycle of ^combinations for {0, 1 ， 2 3 3,4, 5,6}. The number of such universal 
cycles is the number of Eulerian trails of the complete graph Kj, which can be shown 
to be 129,976,320 if we regard (ao^i, ,-^ 20 ) as equivalent to (^1 , .,a 2 QOa) but not to 


- — - ■ 

the reverse-order cycle (020 ^, ,oiao). So the answer is 284,258,211,840 

[This problem was first solved in 1859 by M. Reiss，whose method was so com¬ 
plicated that people doubted the result; see Nouvelles Annsdes de Mafhematiques 8 

(1849), 74; 11 (1852), 115; Anuaii di Matematica Pura ed AppJicata (2) 5 (1871- 

1873) ， 63-120, A considerably simpler solution, confirming Reiss’s claim, was found by 
P* Jolivald and G. Tarry, who also enumerated the Eulerian trails of Kg ； see Comptes 
Rendus A^ocmtion FYangsdse pour J J A van cement des Sciences 15 ， part 2 (1886) ， 49- 

53; E, Lucas, Recreations Mathematiques 4 (1894), 123-15L Brendan D, McKay and 

Robert W. Robinson found an approach that is better still, enabling them to continue 
the enumeration through K 2 \ by using the fact that the number of trails is 


(m _ l)! 2m+l [4 m zl 


2 m—2 


_ _ _ 


d det(a it ) 


{z 2 3 + 4), 


l<j<fc<2m 


where 


1 /( 2 ! 



zl) when j ^ k 


i/ ㈣ ）+ e 


l/(zj + zl); see 


Comhmatoncs f Probability，and Computing 7 (1998) 5 437-449.] 

• C- Flye Sainte-Marie, in UIntermediaire des Mathematiciens 1 (1894) ， 164 -165, 
noted that the Eulerian trails of Kj include 2 x 720 that have 7, fold symmetry under 
permutation of {0,1”- *, 6} (namely Poinsot's cycle and its reverse)，plus 32 x 1680 
with 3-fold symmetry, plus 25778 x 5040 cycles that are asymmetric. 

108* No solution is possible for n < 7 ， except in the trivia] case n 


4 


When 


n = 


7 there are 12,255，208 x 7! universal cycles s not considering (aoai … a^) to be the 
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same as (a %,.. < 13400 ), including cases with 5-fold symmetry like the example cycle in 
exercise 105, 

When n > 8 we can proceed systematically as suggested by B- Jackson in Discrete 
Math. 117 (1993) ， 141-150; see also G. Hurlbert, SMM X Disc. Math. 7 (1994 )， 
598-604: Put each 3-combination into the “standard cyclic order” C 1 C 2 C 3 where 
(ci + S) mod n, cs = (02 + S f ) mod n, 0 < S 1 < n/2’ and either S = S f or max(W) < 
n — S — S f 7 ^ (打一 1)/2 or (1 < <S < n/4 and = (n — 1)/2) or {5 = (n — 1)/2 and 
< S 1 < n/4). For example，when n = S the allowable values of ( 6 ,5') are 

(1,2), (1,3) ， (2,1), (2,2), (3,1), {3,3); when n = 11 they are (1,1), (1,2), (1,3), 
(1,4), (2,1), (2,2), (2,3) ， (2,5), (3,1), (3,2) t (3,3), (4,1), (4,4)* (5,2), (5 T 5)+ Then 

construct the digraph with vertices (c,tf) for 0 < c < n and 1 < # < n/ 2 , and with arcs 
(ctyS) ^4 (C 2 ， f) for every combination C 1 C 2 C 3 in standard-cyclic order. This digraph is 
connected and balanced $ so it has an Eulerian trail by Theorem 2 H 2 D, (The peculiar 
rules about (n — 1)/2 make the digraph connected when n is odd. The Eulerian trail 


can be chosen to have n-fold symmetry when n = but not when n 




120 


109, When n = 1 the cycle (000) is trivial; when n = 2 there is no cycle; and 
there are essentially only two when n — 4 ? namely (00011122233302021313) and 

(00011120203332221313)* When n > 5, let the multicombmation ciidsds be in 


standard cyclic order if 也 =(di + 5 〜 1) mod n , d$ 




(d 2 十 f 




1) mod n, and (S,S f ) 


is allowable for n + 3 in the previoiis answer, Construct the digraph with vertices 


for 0 < d < n and l < 6 < 




3)/2, and with arcs (dt.S) -4 (rfaD for every 


multicombinatioB d%d 2 d$ in standard cyclic order; then find an Eulerian trail- 

Perhaps a universal cycle of mult icom bin at ions exists for {0,1” “，n — 1} if and 


only if a universal cycle of f-combinations exists for {0,1” " ， n + £ 




1 }* 


€ 


110. A nice way to check for runs is to compute the numbers b(S) = 

5} where ,p(K)} — (1 ， … ， 13); then set f — 6(5) & —6(5) and check that 

b(S)-\-l = i <$； 3, and also that ((f 《 s) ! (f 》 1)) & a — 0, where a = 2 p ^ Cl ^ | * * ■ | 2 P ( C5 \ 
The values of b(S) and 5^{r(c) [ c € 5} are easily maintained as S runs through all 
31 nonempty subsets m Gray-code order* The answers are {1009008, 99792, 2813796, 

505008, 2855676, 697508, 1800268, 751324, 1137236, 361224, 388740, 516SD, 317340, 
19656, 90100, 9168, 58248, 11196, 2708, 0, 8068, 2496, 444, 356, 3680, 0, 0, 0, 76, 4) 

(0, … f 29) ; thus the mean score is ^ 4,769 and the variance is ^ 9.768. 

Hands without points are sometimes facetiously called nineteen, 

as that number cannot be made by the cards. 


for x 




— G, H. DAViDSONp Dee's Hand-Book of Cribbage (1839) 

Note: A four-card flush is not allowed in the “crib*” Then the distribution is a bit 
easier to compute 7 and it turns to be (1022208, 99792 ， 2839800, 508908, 2868960, 
703496,1787176, 755320, 1118336, 358368, 378240, 43880, 310956, 16548, 88132, 9072, 
5728S, lil§6, 2264, 0, 7823, 2472, 444, 356, 3680, 0, 0, 0, 76, 4); the mean and variance 
decrease to approximately 4.735 and 9.667. 
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SECTION 7,2 丄 4 



相 n ! 

m 



rr 1 ) 

(：) 

( ：： L) 

{o) + — 

■ 

卜 

[m2n] 

i {:} 

■ 

m 

_ 

■ 

[mgn] 

1:1 


2, In general ? given any integers jt! > 


* * * 


> x TTl3 we obtain all integer m*tuples 


at 


* 腸 - 


.a m such that at > 


« 琴 V 


2 + “ 斗 a 






and a 


Otrl 3C 


Xt 


by initializing … a 



Xi "，怎 


and a m+ i z 



In particular, if c is any 


integer constant, 



obtain all integer m-tuples such that ai > 




> a m ^ c and 


ax + 

®m+l 


■ 灞 A 



+ Ct 

c 


n by initialising at 
2 f assuming that n > cm. 



n 


me 



c ，aj 



c for 1 < j < m, and 


3. aj — [{n + m- j)/mj = [(n + 1 - for 1 < i < m; see CMath §34 ‘ 

4* We must have a m ^ at — 1 ; therefore aj = [(n + m — j)/m」for 1 < j < m, where 
m is the largest integer with Lfi/mJ 2 r, namely m — 

5. [See Eugene M. Klimko, BIT 13 (1973), 38-49.] 


[n/r j - 


Cl, [Initialize.] Set €o f- l s c\ ^ n ， C 2 … Cn 4- 0 …0 ， I 。 1 T h 0^ (We 

assume that n > 0 .) 

C2. [Visit.] Visit the partition represented by part counts d,.c n and links 

* V ■ V 

C3. [Branch*] Set j Iq and k ^ /j * If Cj — 1 , go to C 6 ; otherwise, if j > 1 ? go 

to C5. 

C4* [Change 1+1 to 2] Set Ci ci - 


2 , C2 


C 2 + 1, Then if ci = 0 , set 2 o — 2 , 


and set {2 4- h if fe # 2, If ci > 0 and k ^ 2, set I 2 4 - h and l 
to C 2 . 



2 , Return 


C5. [Change j _ Cj to (j+ 1 ) + 1 + - … + 1 *】Set ci — j (cj 





and go to C7, 


C 6 # [Change k^ct+j to (*+I) + 1 + ， - • + Terminate if k — 0 * Otherwise set 





0 ; then set ci 


k{ck 


i) + i 


1 , j k, and fc Ik 


C7* [Adjust links.] K Ci > 0 , set Iq 1 , ij f- j + 1 ; otherwise set k — j + 1 . 


Then s^t Cj 4= 0 and Cj+i 

to C 2 , 



c j+i 



If 知 〆 j + set 4 - k. Return 


Notice that this algorithm is loopless] but it isn't really faster than Algorithm P, Steps 
C4, C5j and C 6 are performed respectively p{n — 2 ) T 2p(n) — p(n + 1 ) — p{n — 2 ) t and 

p(n + 1 ) — p(n) times; thus step C4 is most important when n is large, (See exercise 

45 and the detailed analysis by Fenner and Loizou in Acta Ini 10 (1981) ， 237-252.) 

6* Set k ^ a\ and jr L Then，while k > set 6* 4 - j and k — k — 1 until 

k 


dj + i* If k > 0^ mt j ^ j + 1 and repeat until fc = 0* (We have used { 11 ) in the 


dual form aj 





where di "is the part-count representation of bits 


Notice that the running time of this algorithm is essentialJy proportional to a! + &i ， 
the length of the output plus the length of the input*) 


7 . We have bi fc 卩 


n 


必 n 


(n-1) 


l ai_a 3 0 ^" ai , by the dual of ( 11 )， 


8 # Transposing the Ferrers diagram corresponds to reflecting and complementing the 

bit string ( 15 ), So we simply interchange and reverse the p's and q% getting the 


partition bih . •, 


(<it + 


■B «i » 


+ ^i) pl (qt +*- + ^ 2 )^ 
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9* By induction: If ak = I — I and 6j = A — 1, increasing a* and preserves equality- 

10, (a) The left child of each node is obtained by appending The right child is 

obtained by increasing the rightmost digit; this child exists if and only if the parent node 
ends with unequal digits. All partitions of n appear on level n in lexicographic order* 

(b) The left child is obtained by changing 'll 1 to '2 1 ; it exists if and only if the 
parent node contains at least two Is, The right child is obtained by deleting a 1 and 

increasing the smallest part that exceeds 1; it exists if and only if there is at least one 
and the smallest larger part appears exactly once. All partitions of n into m parts ap¬ 
pear on level n — m in lexicographic order; preorder of the entire tree gives lexicographic 
order of the whole. [T, L Fenner and G* Loizou, Comp. J. 23 (1980) ， 332 - 337+] 


ii* n 1/((1 


怎 )（1 


z 2 )(l * 


z 


5 


)(i 




z m )(l-z so )(t 


z 


100 )) 


4563; and 


[z ⑽] (1 



■1 

2： 


+ z 2 >(l + 2 2 + 2T 4 )"4l + 


z 


100 


+^ 00 ) 


7* [See G* P61ya ， AMM 63 (1956), 


689-697,] In the infinite series n fc>1 (l + d + ^ 2fc )(l + z 3fc + 2 4fc )(l + z 5te + z wk ), the 

coefficient of 2 10 " is 2 n+1 - 1 T and the coefficient of z lQ 


is 2 


12. lb prove that {1 + 之 )（1 + z 2 )(l + z 3 ).. 


1/((1 -之 )(i 




^ 3 )d 




z 5 ) ", )，write 


the left-hand side as 



2 2 ) (卜 〆 ）（1-/) 





Z 2 ) (1 - Z^) 


and cancel common factors from numerator and denominator. Alternatively, replace z 


by z 


1 


z 


3 




Z 


5 




« 詈 ■ 


in the identity (1 + 名 )（1 + z 2 )(l + z 4 }(l + 2 8 )… 


1/(1 


z) and 


multiply the results together, [Novi CommenL Acad, ScL PeL 3 (1750) ， 125-169, §47.] 

13* Map the partition cri*l+ C2.2 + … into [ci/2j-2+L c 2/2 」 + 4 + … + tv 1+ rv3 +，" ， 

[Johns Hopkins Univ, 


where r m = [c m mod 2) + 2(c 2m mod 2) + 4(c4m mod 2) + … • 

Circular 2 (1882) ， 72.] 

14* Sylvester T s correspondence is best understood as a diagram in which the dots of 
the odd permutation are centered and divided into disjoint hooks, For example, the 

partition 17+15 + 15 + 9 + 9 + 9 + 9 + 5 + 5 + 3 + 3, having five different odd parts, 
corresponds via the diagram 




to the ali-distinct partition 19+ 18 + 16 + 13 + 12 + 9 + 5 + 4 + 3 with four gaps. 

Conversely, a partition into 2 亡 distinct nonnegative parts can be written uniquely 

in the form 1) + 2) + (02+62 — 3) + (d2+f>3—4) + * ■ • + (dt—!+6t _ 2!t+2) + 


( 取 +frt—2 亡 +1) + (c^+fct+i—where di ^ <12 ^ B b s ^ ctt ^ t and bi ^ ^ 2 2 

6i+i = t It corresponds to (2 fli-l} + ■.，+ (2a! - 1) H- (2A\ - I) + * ■，+ (2A r * 1)，where 
A\ H - h 產 s the conjugate of (61 — £) + ■ “ + (6 (—£). The value of t is essentially the 


size of a “Durfee rectangle ■” 

The relevant odd-parts partitions when n — 10 are 9 + 1, 7 + 3 s T+l + l-fl, 5 + 5, 
5 + 3+1 + U + l + 1 + 1 + 1 + 1，3 + 3 + 3+ 1， 3 + 3+ 1 + 1 + 1 + 1 ， 3+1 + 


+ * i- 


+ 1 


1 + 


■ 脅 i 


■f 1 5 corresponding respectively to the distinct-parts partitions 6 + 4, 5 + 4 + 1 
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7 + 3, 4+ 3 + 2 + 1， 6 + 3 + 1, 8 + 2, 5 + 3 + 2, 7 + 2 + 1， 9 + 1 ， 10. [See Sylvester’s 

remarkable paper in Amer, J. Math. 5 (1882) ， 251-330; 6 (1883} ， 334-336*] 

15* Every self-conjygate partition of trace k corresponds to a partition of n into k 
distinct odd parts (“hooks” )■ Therefore we can write the generating function either as 

the product ( 1 + 2)(1 + 之 3 )( 1 + 2 5 ) … or as the sum 1 + 2 ^/( 1 )+ 2 4 /((l -+ 


z7({i-2 ： 2 )(i- 


2 4 )(1-z 6 }} + 


■ [Johns Hopkins Univ. Circular 3 (1883) T 42-43,] 


16* The Durfee square contains k 2 dots, and the remaining dots correspond 


independent partitions with 
^ to count dots, we find 


part < k. Thus，if we use w to count parts and 


OD 



W2 m 



w k z k 


(1 


之 )（1 


d) … （1 


汐 ）（1 


亂 




脱 ）（1 


wz 2 ) … （1 


wz 


k 


[This impressive-looking formula turns out to be just the special c 
even more impressive identity of exercise 19,1 



x 


V 


0 of the 


H ⑷ （(1 



+ uvz 2 )(l + uvz 3 ) … ）/((1 


112)(1 


U 


z 2 )(l 


uz 3 ) …）. 


• _ 


(b) A joint partition can be represented by a generalized Ferrers ••••••• •命 

diagram in which we merge all the parts together，putting a* above 

bj if a* > hj } then mark the rightmost dot of each bj. For example, • • • • • 

the joint partition (8^8^ 5; 9j7,5,2) has the diagram illustrated here l ::::; 
with marked dots shown as ‘ 命 ' Marks appear only in corners; thus •令 

the transposed diagram corresponds to another joint partition, which in this c ■ 
(7, 6,6,4, 3; 7,4, 1), [See J, T, Joichi and IX Stanton ，Pacific J* Math, 127 (1987) T 
103^120; S, Corteel and Lovejoj, Trans. Amer. Math. Soc. 356 (2004), 1623-1^35; 

Igor Pak 5 "Partition bisections，a survey，” to appear in The Ramanujan Journal) 

Every joint partition with i > 0 parts corresponds in this way to a “conjugate” 
in which the largest part is i. And the generating function for such joint partitions is 



is 


((1 + vz). 


(1 + vz 


))/((! 




Z) … （1 


z 1 )) times (vz 1 + z *)，where vz 1 corresponds 


to the case that bi 


t ，and z l corresponds to the c 




that r 


0 or hi < t) 


(c) Thus we obtain a form of the general 2 -nomiaI theorem in answer 1.2,6-58: 


(1 + uvz) (1 + uvz 2 ) (1 + uvz^) 


(1 - uz 


(1 


uz 2 ) (1 


1 1 


uz 3 ) 


E 

t-D 


(1 + v) (I + vz) 


(I H- vz 


t-1 


(i 


之 ） （1 




(I 




产 ) 


u z 


18* The equations obviously determine the ci’s and fc’s when the c’s and d’s are given, 
so we want to show that the e’s and rf’s are uniquely determined from the a’s and h's. 

The following algorithm determines the c，s and d f s from right to left: 


Al- [Initialize.] Set i i— r t j i— k 0, and P bo 卜 oo 


4 


A2. [Branch. ] Stop if i + j 


■ ■ t 


0， Otherwise go to A4 if ai > bj 


k. 


A3* [Absorb ai.} Set q+j — di+j — 0, ！■ e 


k -h 1 3 


A4* [Absorb bj] Set q+j 6j 

to A2. 

There’s also a left-to-right method: 


k, di+j 1, j ^ j 


1， h fc + 1， and return 


Bl ， [Initialize,] Set i f- 4 — 1, fe 4— r -h s, and g” 十 i 





oo. 


B2* [Branch.] Stop if fc == 0, Otherwise set k i— k 
B3. [Absorb 叫 •] Set c 件卜 i 卜 


jmmm 



0, 



1， then go to B4 if a E < . 

i -H 1 s and return to B2. 



k 


B4. [Absorb h^\ Set Ct+j-i bj-k, 卜 1, i — j + 1, and return to B2. 
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In both cases the branching is forced and the resulting sequence satisfies c 


Notice that c r +# = min{a r ^b a ) and Ci — max(aj ， 6i 



5+1)* 



> 


We have thereby proved the identity of exercise 17(c) in a diHerent way. Extensions 
of this idea lead to a combinatorial proof of Ramanujan’s u remarkable formula with 
many parameters,” 



w 


n 



i 


f 


bz k+n 


OO 


n 


OO 


A=0 


1 


az 


Jfe+n 




a 


l bz k )(l- 


a 


w 


x z k ^ 1 


)(1 


awz 


k 


)(1 


z 




fc=0 


(l—a wl bw~ l z k }(l~a^ l z k ^ l )(l—az k )(l—wz k ) 


[References: G. H. Hardy, Ramauiyan (1940), Eq. (12.12-2); D, Zeilberger, Europ, J ， 
Combinatorics 8 (1987), 461-4G3; A, J + Yee, J. Comb, Theory A105 (2004), 63-77. 

19* [Cre/te 34 (1847) s 285-328.] By exercise 17(c), the hinted sum over k is 



t ； 





bz ). 



hz 



uz) B 



uz 


I>0 








,0 



auz ). 



auz 1 ) 



1 


auz 


m 


1 


UZ 


m 


m= 


and the sum over l is similar but with u e v、a e b，k o L Furthermore the sum over 


both k and 2 reduces to 




靈 m+1 )(l 


auz 


m 


m 





vz m ) 


when b 


auz. Now let u 


wxy^ v = l/(yz) % a = l/x y and b = wyz\ equate this 

infinite product to the sum over f* 

20, To get p(n) we need to add or subtract approximately y^Sn/3 of the previous 
entries，and most of those entries are S(^/n) bits long. Therefore p{n) is computed in 

Q(n) steps and the total time is 0(n 

， (A straightforward use of (17) would take 0(n 5 ^ 2 ) steps.) 



21* Since "£Z,o ^ n ) z 

^ + + 2 i4 


_■ 




4(1 



z 2 ) … is equal to (1 — z 2 )(l 


z 







z u 


m -i 


)P{z)y we have 


咖 ) 


P ⑻ 


p(n 




2) — p(n — 4) + p(n 


10) + p(n 


14) 


P(n 




24) 


M pi 


[There is also a w pure recurrence" in the q's alone, analogous to the recurrence for a(n) 

in the next exercise,] 

22 . From (21) we have ~ m2 mn = InP(^) = (z+2z 2 -5z 5 


7z 7 + 


)/(1 


z 


z 2 + z 5 + z 7 



■ w 


-)• [Bibliotheqm hnpartiale 8 (1751) ， 10-31, 


23* Set u = w and v = z/w to get 


f[(l-z k w)(l-z k /w)(l-z k )^ f ； (-1KW ㈣ "/( 卜扣） 

fe=l !fl= —OO 

OO 

=E(-i} n («r n - w n ^ l )z nin+l)/2 /(i^w) 

n=0 

QO 

二 [(- 1 }、，+ …十 w n )z n(n+1)/ \ 

n=0 

These manipulations are legitimate when | z|< 1 and w is near 1. Now set w = 1* 

[Sm §57 of Sylvester's paper cited in answer 14. Jacobi’s proof is in §66 of his 
monograph Fandamenta Nov» Theoriae Fhnctionum EUipticarum (1829),] 
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24, (a) bXJ) and exercise 23, [z n }A(z)^ 狄 十叫 3 〆 幻 + + ^ + fe 


summed 



all integers j and k 


2n], 

tm MU 

When n mod 5 = 4, the contributions all have 


j mod 5 = 4 and ^ mod 5 — 2j but then (2fc + 1) mod 5 = 0. 

(b) B{zY = =B(^ p ) (modulo p) when p is prime, by Eq, 4 甲 6 . 2 -( 5 ) 


(c) Take B(z) = P[z), since A(z) — P(z) 


4 


Proc 

B 


Cambridge Philos, Soc. 19 

5. 


(1919), 207-210. A similar proof shows that p(n) is a multiple of 7 when n mod? 

Ramanujan went on to obtain the beautiful formulas p(5n -f 4)/5 ― [z n ] P[z) /P{z ); 
p(7n + 5)/7 = [^ fl ] (戶 (z) 4 /P(/) 3 + 7zP(z)yP(z J ) r ). Atkin and Swinnerton-Dyer, in 


Proc. London Math. 



(3) 4 (1953), 84-106, showed that the partitions of 5n + 4 

and 7 n + 5 can be divided into equal-size das 鄉 according to the respective values 
of (largest part 一 number of parts) mod 5 or mod 7, as conjectured by F. Dyson. 
A slightly more complicated combinatorial statistic proves also that p(n) mod 11 

when n mod 11 = 6 ; see F* G. Gar van, Ttsus. Am 6 r. Mati ， Soc, 305 (1988) ， 47’77.] 

25, [The hint can be proved by differentiating both sides of the stated identity* It is 


0 


the special case y 


1 


ac of a beautiful formula discovered by N, H, Abel in 1826: 


Lb(x) + Li 2 (|/) = Li 2 


x 


l-y 


+ Li 3 


y 


X 


卜 


In(l-x) In(l-y). 


See Abel’s fEuvres Completes 2 (Christiania: Gi 0 ndahl 1 1881), 189-193,] 

(a) Ut f(x) = ln(l/(l - e，). Then /(x) dx = 一 Li 2 ( e -，/t and / ㈨㈤ 




d 1 〉 — 1 广 ， so Euler、summation formula gives Lb(e _t )/t H- 

|ln(l/(l- C - f )) + 0(l) = (C(2) + iln(l-e^)- U 3 (l - r *))/* —去 In t + 0(1) 
C{2)/t^^lnt + 0(l), ast-^0. 


(b) We have E 



,n>l 




_n>l 


dz/n, which sums 


to 




IHrioo 


1 



((z + l)C{z)r z r(z) dz. The pole at z = 1 gives C(2)/t ； the double 


pole at z = 0 gives —(( 0 ) lot + (’⑼一 3 
C(-l)C(0)t = BaBit = - £/24, Zeros of Q{z + 1)<U) cancel the other poles of r(^), 


Int 


In 2 霄 ； the pole at z 


gives 


so the result is In P(e^) = C(2)" + ! Ht/27r) - 1/24 + 0(l M ) for arbitrarily large M, 


26. L^t F(rt) 


5X 


3 


e 


k We can use ( 25 ) either with f(x) 


/ n [3T > 0] + i<5^0 



with f(x) = e~ z ^ n for all x because 2F{n) + 1 
ter alternative; then the right-hand side of ( 25 ), for 8 




Let's choose the 

is the rapidly convergent 


M 


lim 

M -+00 



M 



e 


2^miy^y 2 / 


dy 



e 




u 2 / 


du 


if we substitute u — y + ituiTii] and the integral is ^7rn, [This result is for mu la ( 15 ) on 
page 420 of Poisson's original paper.] 


27. Let g n 

so we have 


^/w/6te 


-n 3 ff 2 / 6 f cos ^ Then /^/(y)cos 2^mydy 二 J)m +1 + m — 1 


e-^ 

W) 


5i 


+ ff-l + 2 = 2 〉 : ^2m+l 


The terms 你 n+1 and g^n-i combine to give the nth term of ( 30 )* [See M- L Knopp ， 
Modular Functions in Anaiytic Number Theory (1970), Chapter 3,] 
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28. (a ， b ， c,d) See Trans. Amer. Math. Soc. 43 (1938), 271-295, In fact, Lehmer found 

explicit formulas for A p ^(n), in terms of the Jacobi symbol of exercise 4*5,4-23: 

A 2 ^(n) = (-I” (^^) 2 " 2 sin if ( 3 m ) 2 = 1 - 24n (modulo 2 e+3 ); 

A^(n) — ( 一 ”… (y) 士 3 e/2 sinif (8m) 3 = 1 - 24n (modulo 3* +l ); 


(Tl) = 

[( 多 )〆 [ e = if 24n mod p = 1 and p > 5. 

(e) If n = 2 a 3 fr j[?J l … pf for 3 < pi < … < p t and ei … e t ^ 0^ the probability 
that A k (n) # 0 is 2 -t (l + (-l) lei ^ 1] /pi ) … (1 + (-l) [et=1] /pt)^ 

29* Z\ > » » Zjfi /( (1 _ 1 一 之 2 ) "，（1 一 义 1 之 2 * ■ 名 Hi) )* 

SO. (a) and (b) m by ( 39 ), 



3 


p 着 2 cos _ 

/ p 


47rm 


if (24m} 2 = 1 - 24n (modulo p c ), p > 5, 

and 24n mod p ^ 1 ; 


31. First soluHQn [Marshall Hall, Jr” Combinatorial Theory (1967) ， §4*1 ]： From the 

recurrence ( 39 )，we can show directly that，for 0 < r < fc!, there is a polynomial 




n mod 


⑻ 


fk t r[n) = + 0(n fe_2 ) such that 

Second solution; Since (1 - 2 ) … (1 — z m ) = — ^ where 

the product is over all reduced fractions p/q with 0 < p < q, the coefficient of z n 
in ( 41 ) can be expressed as a sum of roots of unity times polynomials in n, namely as 

S p 丄 g e 2 lT 1 pn ^/ pfl (n) where fpq(n) is a polynomial of degree less than m/q. Thus there 


exist constants such that 
w n 6 s + uT n 6 e，where u) 



ain + a 2 + (- 1 )^ 03 ； 



对 K 


3 


&lfl 3 + b2ft + ^3 + ( — l) n &4 + 


etc. The constants are determined by the values for 


small n, and the first two cases are 


n 

2 


2 n ™ i + J 卜 1 广 


n 

3 


12 


n 


2 


7 
72 


8 ( ' 1)n + 9 W 


n 


+ —u 

9 


It follows that 1^1 is the nearest integer to n 3 / 12 . Similarly ， 

to (n 3 + 3n 3 - 9n[nodd])/144* 


4 


is the nearest Integer 


[Exact formulas for |;|，\^\, and |=|，without the simplification of floor functionSj 

were first found by G. F. Malfatti, Memorie di Mat* e Ffe* Society Usdiana 3 (1786 )， 
571-663. W* X A. Colman, in Fibonacci QuArterly 21 (1983) ， 272-284, showed that 
|^| is the nearest integer to (n 4 + 10 n 3 + 10 n 2 — 75n — 45n(- 1 ) n )/2880, and gave similar 

formulas for |^[ and ["]►] 

32, Since m ^ n | < p(n), with equality if and only if m > n, we have j 

with equality if and only if 2 m > n. 

33* A partition into m parts corresponds to at most m! compositions; hence S 


< P(n 


m) 


m! j 



Consequently p(n) > (n — l)!/((n — m)!m!(m - 1 )!), and when m 


y/n 


Stirling’s approximation proves that Inp(n) > 2y/n — Inn 


1 

2 




In 2 m 


34* di <^2 ^ 


» s ■平 


> a 


> 0 if and only if a! —m +1 > m +2 > 


警 H ■ 


> fl m > L And 


m distinct parts correspond to ml compositions- Thus, by the previous 


answer, we have 



116 


ANSWERS TO EXERCISES 


7.21.4 


[See H, Gupta ， Proc. Indian Acad. Scl A16 (1942), 101-102, A detailed asymptotic 

formula for j^[ when n = 0(m a ) appears in exercise 3+3,2 - 30,j 

35 + ⑷ x = ^ In ^ ft? —0.194, 

(b) x —辜 In 吾一吾 In In 2 « 0,092; in general we have x — 古 (In 吾 - Inin j^j). 

(c) !T^dF{x) = S^(Cur 2 (luu)e^ c ^du = f Q x (\nC + Inv)e- v dv 
(7-lnC)/C^0.256. 

(d) Similarly, &xp{-e~ Cx /C)dx — ( 7 2 +C( 2)-27 In C-\-(lnC} 2 )/C 2 ~ 




1.0656. So the variance is ^(2)/C 2 


1 


exactly{!). 


[The probability distribution commonly called the F is her-T ip pet t 


distribution 



Proc. Cambridge PhiL Soc. 24 (1928) ， 180-190.] 


36* The sum over j r — (m + r — 1 ) > b - > j 2 — (th + 1 ) > ji — m > 1 gives 


E 



rm 




r(r 


1)/2 


r 


p(n 



p(n) 


a 


a 


a 


r 


n 


Ot 1 
- 1/2 


a 2 


1 


a 


r 


Of 


rm 


{l + Oin^^ + E 


n 




1/2 


n 


— 1/2 


a 


1 a 


2 


a 


r 


j exp(-Crx + 0{rn^ l/2 ^ 2t )) + E, 


where E is an error term that accounts for the cases t > n" 2+ ' The leading factor 
n _1 ^ 2 /(of~ J -1) is 告 (l+0(jn _1 ")). And it is easy to verify that E — 0(n logn e _Cn< ), 


even if we use the crude upper bound 


rm 




r(r«l)/2 


r 


< t r , because 



fe 


t/N 




t^xN 



oo 


t r e， t/N dt) = 0(N r+1 a? r e—7(1 - r/x)) 


xN 


SO 


where N = x — ❸ (w。，r = O(Iogn), 

37* Such a partition is counted once in Eo，q times in Ei ， ⑵ times in E 2 ， 

it is counted exactly 53J =0 (—l)^{p = (-l)m times in the partial sum that ends 
with ( 一 l) r E r . This count is at most S q o when r is odd，at least S q o when r is even, 

[A similar argument shows that the generalized principle of exercise 1,3,3-26 also has 
this bracketing property. Reference: C, Bonferroni f Pubblicazioni del itea/e Istituto 

Superiore de Scienze Economiche e Commerciale di Firenze 8 (1936) ， 3-62* 


36. 


l+m 


m 




Z 


f+m 



z 


)."(i 


z 


Hm-2 


)/((1 




Z) … （1 


Z 


m 



39 , if a 


Hi " ■ a 


is a partition with at most m parts, let f[ot) 



if ai < l 


otherwise /(a) = mm{ j | a\ > l + Let be the generating function for 

partitions with f(a) > k. Partitions with /(o) = fc < 00 are characterized by the 
inequalities 


(tl > ^2 > ^ > fli — i > flfe+l > • ^ > dfn+l 


0 


Thus Ql Q2 - 


a 


m 




(fcfc+i+l)(6i + l), “ (k-i + l)h+i … bm，where f(bi ■" b m ) > k 


and the converse is also true* It follows that §k 

[See American J. Math, 5 (1882), 254-257-] 


9k 




40, ^ m(m+1)/2 ( 




(卜 V ) (芯 


2 


a 






2 f )/{(l- ^ m )). This 


formula is essentially the ^-nomial theorem of exercise L2.6-58, 

41, See G, Almkvist and G, E, Andrews, X Number Theory 38 (1991) ， 135-144 
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42. A* Vershik [Pimciional Anal AppHc. 30 (1996), 9(K105, Theorem 4 J] has states 


the formula 


e 


Ctp 


1 




g— C^ + 4^) 


e 


ck/^/n 


1 


e 


c6 



e -c(d+v>) 




where the constant c must be chosen as a function of 9 and ip so that the area of the 

shape is n. This constant c is negative if 0 <p < 2, positive if Btp > 2; the shape reduces 

to a straight line 1 










% 


when Qip = 2- K> = oo we have c = VLi 】 ⑴ where t satisfies 9 = (In 占 ) /Vtrh ⑷- 


43, We have 


> a 3 > 


> CLk if and only if the conjugate partition includes 


each of the the parts 1 ， 2，••” A — 1 at least once. The number of such partitions is 

p(n - k{k- 1)/2); this total includes | n “ A : 1 #- 2 )A| cases with a k - 0. 

44* Assume that n > 0. The number with smallest parts unequal (or with only one 

part) is p(n +1) - p(n), the number of partitions of n + 1 that don't end in L because 
W€ get the former from the latter by changing the smallest part. Therefore the answer 

is 2p(n)-p(n + l). [See R. J, Boscovich, GiornAie de" Let ter a ti (Rome, 1748), 15, The 

number of partitions whose smallest three parts are equal is 3 p(n) —p(n^l) —2p(n 十 2 ) + 

p(n + 3); similar formulas can be derived for other constraints on the smallest parts*] 


45. By Eq, (37) we have p(n-j)/p(n )= 

60Cf + Cj + 12C^j)/{48n 3/2 ) + 0 {j 4 n~ 2 ), 


Cj n 




+ (c 3 / 十 2i)/(2n) - (8C 3 i® + 


46 - If n > 1’ r ： J(n) = p{n 



p(n 




2) < p(n) 


p(n 



because 


p(n) -p(n-l) is the mimber of partitions of n that don’t end in 1; every such partition 
of n - 1 yields one for n if we increase the largest part. But the difference is rather 

small: (n r (n) - 7^(n))/p(n) = C 2 /n + 0(n - 

47* The identity in the hint follows by differentiating (31); see exercise 22. The 
probability of obtaining the part-counts q … c n when ci + 2c 2 +— 


4 - nc 


n is 


Pr(ci ■ 


Cn ) 




fc=l j 


1 


+ * On ) 




EE 

Jb=l j —1 



np(n) p(n)' 


by induction on n. [Combmatorfai AJgoritiinis (Academic Press, 1975}, Chapter 10. 

48# The probability that j has a particular fixed value in step N5 is 6/(ir 2 j 2 ) + 
0(n _1 ^ 2 ) f and the average value of jk is order The average time spent in step N4 

is e(n)，so the average running time is of order n 3 ’ 2 , (A more precise analysis would 
be desirable.) 

49, (a) We have F(z) — Fk ( 之 ) ,where Fk(z) is the generating function for all 


partitions whose smallest part is > Ar, namely 1/((1 


z 


k 


)(1 


z 


fc+i 


…） 




(b) Let fk(n) — [z n ] F* ⑷ /p(n). Then /i(n) = 1; f 2 (n) = 1 - p(n-l)/p(n) 




Cn- 1 ’ 2 + 0(n _1 ); fs(n) — (p(n) - p(n 
0(n^ /2 y, and / 4 (n) = 6C 3 n -3 ’ 2 + 0(n 

A+i ㈣ 






p(n 一 2) + p(n — 3))/p(n) — 2C 2 n~ l + 
(See exercise 45.) It turns out that 


p ，醪 


k\C h n^ h ^ 2 + 0(n" ^in particular, /s(n) — 0(n 3 ). Hence h{n) 

+ f n (n) = 0(n _1 ), because /*+i(n) < f k (n). 

Adding everything up yields [z n ] F{z) — p(n){l + C/y/n + 0(n -1 ))* 
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50, (a) Cm(rn + i) 

when 0 < k < m, 

(b) Because 

(c) When n = 
we know that j —: 




- 1 + k) + c m (k) = m 


k 4 - c(k) + 1 by induction 


m+* 




p(k) for 0 < A; < m 


2 m, Algorithm H 



entjaJJy generates the partitions of m T and 


1 is the second-smallest part in the conjugate of the partition just 


generated 


except when j 


m 7 just after the partition l whose conjugate has 


only one part. 


(d) If aJI parts of a exceed k, let ak q ^ ml j correspond to a (ft+1), 

(e) The generating function Gk(z) for all partitions whose second-smallest part is 


> k is (z+* * 


)F k (zHF k (z)^z k /(l^z) 




Fjt+i(z)/(l —z) T where Fk{z) is defined 


in the previous exercise* Consequently C(z) 


■ ■ . 




F x (z))/[l-z) + z/(l-z)\ 


(f) We can show as in the previous exercise that [z n ] Gk(n)/p(n) 


k < 5; hence c(m)/p(m) 


1 + 0(tn 一 1 ’ 2 ), The ratios (c(m) 


i)/p(n) — 0(n~ k ^ 2 ) for 

+ l)/p(m), which are 
7 and decrease steadily 


readily computed for small m, reach a maximum of 2,6 at m = 7 and decrease steadily 
thereafter. So a rigorous attention to asymptotic error bounds will complete the proof. 

Note: B. Fristed t [Trm$. Amer, Math. Soc, 337 (1993) ， 703-735] has proved, 

among other things，that the number of k's in a random partition of n is greater than 
Cx^/n with asymptotic probability 


52* lo lexicographic order 


© 4+13 

13 


j partitions of 64 have <ii < 13;[ 


50+10 

10 


戊 i 


j of them have 

I A ^ A H 15 


14 and a 2 £ 10; etc. Therefore, by the hint, the partition 14 11 9 6 4 3 2 l 15 is 
ied by exactly p(64) — 1000000 partitions in lexicographic order, making it the 


preceded by exactly p{64) - 1000000 partitions in lexicograp 
millionth in reverse lexicographic order. 

58# As in the previous answer, |^| partitions of 100 have ai 


: ai = 32 and a 2 < 12, etc,; 

32 is 32 13 12 8 7 6 5 5 l 12 - 


so the texicxigraphically millionth partition in which a\ — 32 is 32 13 12 ■ 
Algorithm H produces its conjugate, namely 20 88865433332 l 19 . 

54* (a) Obviously true* This question was just a warmup* 


(b) TViie^ but not so obvious* if a 


fll Hr - * # + + Ctj + * 


T 




we have 


， _ 


+ oi < n + fei 


when k <4 


by considering the Ferrers diagram, with equality when k = o ! 卜 Thus if q >： /3 and 

ti’i + … + a’l > + # ■ * + for some i, with l minimum，we haven + kl = 6 ! + “ ■ + h + 

a k 

(c) The recurrence Cfc = min (ax + - ■ ， + afc T fci + - + + bfc) — (Ci + - h Ck^i) clearly 

defines a greatest lower bound, if C 1 C 2 ... is a partition* And it is; for if ci + ■ ^ + c* = 
a! + - we have 0 <min(a Ub …- a k )=c k+] < 

a k ^< a k -c k + (< ： ■+ .“+< ；卜 0 - … 5 q ■ 

(d) a V ^ = (a T A /0 T ) T * (Double conjugation is needed because a max-oriented 
recurrence analogous to the one in part (c) can fail*) 

(e) a Afi has max(^m) parts and a V j 3 has minfl, m) parts, (Consider the first 
components of their conjugates-) 

(f) IVue for by the derivation in part (c). False for a V 0 (although true in 

Fig. 32); for example, (17165432) V (179876) = (17165 54)* 

Reference: T* Brylawski, Discrete Mathematics 8 (1973), 201-219+ 

56, (a) If a 卜 and o ： b 7 匕 A where 7 — cica ■we have a% + ，… + a/t = 
€1 4 = - * - + ct = h 十 ， "+ for alt fc except k — l and fc = I + 1 ; thus a covers 0, 
Therefore 0 T covers a T . 

Conversely^ if o >： ^ and a ^ 0 we can find y >z 0 such that a P- j or j T ^ a T , 
as follows: Find the smallest k with a* > 6 *：, and the smaUesi i with If 


Hhai + 


_ * p 


+ aj < n + kl when k 


6 '“ a contradiction. 


+ … + M … + 
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ai > aj+i + 1 ，define 7 = C 1 C 2 


by Cfc 






the smallest ^ with aj 十 1 > 戊 p+i and let Ck 


a* 


[i = I] + [fc = I + 1], If ai = cu+i +1, find 

i’j +[fc = i’+ lj if ap > + l t 



otherwise Cfe 


a k - (fe 




l) + [fc = T + 1] 


(b) Consider a and 0 to be strings of n Os and n Is，as in ( 15 ), Then a P- 0 tf 
and only if a 0 7 and 0 T k a T if and only if a =► 0^ where denotes replacing a 
substring of the form 011 9 10 by 101^01 and denotes replacing a substring of the 
form 010 ^ 10 by 100 ^ 01 , for some g > 0. 


(c) A partition covers at most > 勿] + " • + [o m «i > a m ] + [a m > 2 j others. 
The partition a = (fi 2 +m-l>(n 2 — 2)(叱 _3) " . 21 maxiuib^ this quantity in the cas€ 

cases with > 2 give no improvement. (The conjugate partition, namely 

-.■ 21^ 1+l , is just as good. Therefore both or and a T are also covered by 





(n 2 -l)(n 2 

the maximum number of others. 

(d) Equivalently, consecutive parts of /jl differ by at most 1, and the smallest part 
is 1 ; the rim representation has no consecutive Is. 

(e) Use rim representations and replace by the relation -k If a and 

a ai we can easily show the existence of a string 卢 such that ai *4 (3 and ai 

for example 


on^ioirio 



ioi g oiirio 



lomoiroi 



oiimoroi 



Let 0 — 02 ^ 


* i 1 » 


卜 0m where 0 m is ininimaL Then, by induction on we 


have fc = m and ak = 0m \ also k f = m and a 


k 


0m 


(f) Set 0 4- a T ;, then repeat^My set 0 — until 0 is minimal, using any 
convenient partition ^ such that 卢 卜 0*- The desired partition is 0 T , 

Proof: Let fi(a) be the common vaJue a k = o^i in part (e); we must prove that 


a> 0 implies /i(a} >： mO), There is a sequence a 


oto 




j9 where a j Qj+i 


or aj ^ a J+ i for 0 < j < k. If ao ai we have ^(a) = pt{ai); thus it suffices to prove 
that a ^ ^ and a a implies a >： fi(P), But we have, for example， 


oionoino 



ioo«om r io 


* 



loonoiroi 



oiomoroi ^ oio ? 


looiroi 



because we may assume that q > 0; and the other cases are similar* 


(g) The parts of are a* = ri 2 + [k < ni] — k for 1 < fc < rt 2 \ the parts of A J are 


bk 


m 


k + [n 2 


w a ■ 1— ■ — b j - mt ■— m -■- 

fc < n!] for 1 £ fc $ ns* The algorithm of (f) reaches from n 1 


after ( n ^ 3 +1 ) — ( n2 ; ni ) steps, because each step increases kbk = 5^ ( dfc 2 +1 ) by L 

/i \ nni 丄 _ 上丄 1 _ 一 翁一 1 \ 1 i — t\\ it\ /„ n\ -i /„ ri t ❹ ntfl—5 ^-^11 = 3 nr^n 


(h) The path n, (n-l)l, (n—2)2, (n- 2 )ll，(n-3)21 


321 


1 


221 


J 


21 


a 


1 


l n , of length 2n — 4 when n > 3, is shortest. 


It can be shown that the longest path has m — 2 (^ 2 ) + fii (ri 2 一 1 } steps. One such 


path has the form ao, 


€tk 


oli 


a 


where a Q 


n 


ot k 


A n ; a 




〜十 a J+1 for 0 < i < i ； and qJ +1 ； ^ aj for k < j < m. 

Reference: C* Greene and J* Kleitman, Europ, J. Combinatorics T (1986), 1—10, 


56* Suppose A 


Ui 


.Um and ji 


vi 


■ ■ 


.Vm ， The following (unoptimized) algo¬ 


rithm applies the theory of exercise 54 to generate the 'partitions in colex order, 

n j 私 as well as a T = 6162 * * - 61 ^ A T , To find the 


aids 


a 


maintaiiiiiig o 

successor of a, we first find the largest j such that 6 ^ can be increased- Then 



bAve 
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0 — bi. b 卜 t (fcj+I)l • “ 1 j X T j hence the desired successor is A/i, The algorithm 
maintains auxiliary tables rj = by + + —+ 6r, 3j = Vi + • " + and tj — wj H- u}j+i + • ■- ， 


where X T 


W\W2 


Ml- [Initialke.] Set g 0 f A +- u\. For j 


m，while < k set 


tk 



q ^ q + j and fc fe — 1. Then set g 0 again，and for j 


4 — V4^ 94 4 — 


g + a 


j 


Then set g 0 yet again，and k — l 


m 



ai 


For j 


1 


m，while %+! < k set bt ^ q i- g +j, and fc 



k 




L 


Finally, aet ii 0, 5o 0, 



l. 


M2* [Visit.] Visit the partition cii " - a m and/or its conjugate bi … 

M3* [Find j] Let j be the target integer < l such that rj+i > and bj # 

= 0 * 

薄 1， fc 卜6 , 、6》卜 jfc + 1， snd dfc+i t j# (The 


Terminate the algorithm if j 


M4, [Increase bj.] Set w 


h+i 


previous value of a/t+i was j — 1* Now we’re going to update ai • “ afc using 
essentially the method of exercise 54(c) to distribute x dots into columns 

i + 1， i + 2 ， 


-P A d 



M5* [Majorize.] Set 2^—0 and then do the following for i 


x 



: + j，y 卜 min(: ， 5i)，a 


V 


2 , z 


… ， A:: Set 
y; if I = 1 set l p 4- ai and 


g 0; if i > 1 while p> ai set b p 


l y r p ^ g q ^ i 


h P 



P 


Finally，while p > j set b p h A ， r p 4- g t q+k^ p p—L Return to M2. 

57* If A = pb T there obviously is only one such matrix f essentially the Ferrers diagram 
of A. And the condition X < is necessary, for if /x T = 6j + ., we have hi + ■ 


-i « 


+ frfc 


min(ci, fe) + nain(C 2 、 fe) + . " ， and this quantity must not be less than the number of Is 

in the first k rows. Finally，if there is a matrix for A and fi and if A covers a, we can 

readily construct a matrix for a and p. by moving a 1 From any specified row to another 
that has fewer Is. 

Notes: This result is often called the Gal& — Ryser theorem, because of well-known 

papers by D* Gale [Pacific J. Math, 7 (1957) } 1073-1082] and H* .1. Ryser [Canadian 

丄 MaeA- 9 (1957), 371-377】，But the number of 0-1 matrices with row sums A and 


column sums ^ is the coefficient of the monomial symmetric ftinction x 
the product of elementary symmetric functions e ri e r2 .,,, 


^2 

i 2 


m 


e r 


where 


[/j (1 + x\z)(l -f- X2Z}(1 + x^z) ■ … 


In this context the result has been known at least since the 1930s: 



IX E, Littlewood's 


formula for f] m n>Q (l + x m y n ) in Proc, London Math, Soc, (2) 40 (1936) ， 40-70, 
[Cayley had showrTmuch earlier, in Philosophical Trans. 147 (1857), 489-499 ? that the 
lexicographic condition A < /i T is necessary.] 

58, [R. F, Muirhead, Proc. Edinburgh AfaiJi, Soc- 21 (1903) ， 144-157,] The condition 

o 匕 is necessary, because we can set x\ 


Xh 


x and : rjfc+i 


X 


and let x oo* It is sufficient because we need only prove it when a covers Then 

if, say, parts (ai, < 12 ) become (a! — 1, ag + 1), the left-hand side is the right-hand side 

plus the noimegative quantity 



2m! 



x pt x pI 


/ ai -a 
- x Pm K^Pl 


X 


这 1 




X 


P2 


[Historical notes: Muirhead^ paper is the earliest known appearance of the concept 
now known as majorization; shortly afterward，an equivalent definition was given 

by M. O. Lorenz, Quarterly PubJ- Amer* Stat* Assoc* 9 (1905), 209-219, who 

interested in measuring nonuDiform distribution of wealth_ Yet another equivalent 
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concept was formulated by L Schur in Si tzungsbedchte Berlmer Math, Gesellsch&ft 
22 (1923) t 9-20 < u Majorization ,1 was named by Hardy, Little wood, and Polya, who 
established its most basic properties id Messenger of Math, 58 (1929), 145-152; see 
exercise 2,3A5 - 17. An excellent book ，Inequalities by A, W* Marshall and I* Olkin 
(Academic Press, 1979), is entirely devoted to the subject.] 


59 * The unique paths for n = 0 ， 1 ， 2, 3, 4, and 6 must have the stated symmetry. 
There is one such path for n — namely 11111 , 2111 ， 221 ， 311 ， 32, 41 ， 5. And there 

are four for n = 7: 


1111111, 211111 ， 22111, 2221 ， 322, 3211 ， 31111 ， 4111, 511 ， 421,331 1 43,52,61,7; 
1111111 ， 211111 ， 22111, 2221 ， 322,421,511,4111, 31111 ， 3211 ， 331,43,52,61,7 ； 
1111111 , 211111,31111,22111, 2221,322,3211,4111,421 t 331,43,52, 511,61,7; 
1111111 , 211111, 31111, 22111,2221, 322, 421, 4111, 3211 } 331,43,52, 511,61,7. 


There are no others, because at least two self-conjugate partitions exist for all n > 8 
(see exercise 16). 


80. For L( 6 , 6 )、use ( 59 ); otherwise use 1/(4, 6 ) and 1/(3,5) everywhere. 

In M(4 r 18), insert 444222, 4442211 between 443322 and 4432221* 

In M(5,ll}, insert 52211, 5222 between 62111 and 622L 
In M(5 t 20), insert 5542211, 554222 between 5552111 and 555221- 
In M(6,13), insert 72211, 7222 between 62221 and 6322* 

In L(4,14) T insert 44222, 442211 between 43322 and 432221- 
In £(5,15), insert 542211, 54222 between 552111 and 55221. 

In L(7\ 12), insert 62211’ 6222 between 72111 and 722L 


62* The statement holds for n = 7 ， 8 ， and 9, except in two cases: n = 8 ， m = 3, 
a = 3221; n = 9, m = 4, a = 4S2, 

64> If n = 2 k q where q is odd, let w n 

to 2 te - The recursive rule 


denote the partition (2 )' namely q parts equal 


B(n) = 2 x S(n/ 2 ) 

for n > 0 f where 2xB(n/2) denotes doubling all parts of B{n/2) (or the empty sequence 
if n is odd), defines a pleasant Gray path that begins with and ends with w n ，if 

we let S(0) be the unique partition of 0, Thus ， 

B(l) = 1 ； B{2) = 11,2; fl(3) = 21 , 111 ; B(4) = 1111,211,22,4. 


Among the remarkable properties satisfied by this sequence is the fact that 

B{n) ^ {2 x B{Q))l n , {2xB(l))l n ^\ (2 x fl(2))r-' …， {2 x B(n/2))l° y 

when n is even; for example f 

B( 8 ) = immi,2111111,221111,41111,4211,22211,2222, 422,44, 8. 

The following algorithm generates 丑 (n) looplessly when n>2 ： 

Kl, [Initialize.] Set gq 卜 ？ ?o — 0 , pi 卜 L If n is even, set Cj 卜 n，t 卜 1 ; other* 

wise let n — 1 — 2 k q where q is odd and set ci — 1 ， Q 卜 Q ， P 2 卜 t ^ 2. 

K2, [Even visit.] Visit the partition … p; 1 , (Now c* + … + Ci is even*) 

K 3 - [Change the largest part,] If c* = 1 , split the largest part: If p t ^ 2pt-i, set 

c t <— 2, pt 卜 pt/2, otherwise set ct^i Q - 1 + t i — L But if Ct > 

merge two of the largest parts: If c* = set ct <- 1, pt 2 pt, otherwise set 

c% ^ Ct — ct+i — 1 ， pt+i 2 pt，f _ t + 1 . 
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K4_ [Odd visit*] Visit 

K5. [Change the next 

mation: “Remove c* — is even] of the largest parts temporarily, then apply 
step K3, then restore the removed parts + ” More precisely, there are nine 

cases: (la) If ct is odd and t — l, terminate. (Ibl) If c* is odd, c“i = 1， and 

pt - 1 ~ 2pt — 2t 兜 t C*，2 i — Ct—2 + 2， Ct —i f Ct, pt-i 卜於意 ， t ^ • 亡 一 1 ■ (lb2) If 

ct is odd, ct^i — 1 ? and p± 雄 \ 幸 set 4 - 2, 一 pt-i/2, (icl) If 

ct is odd ， ct^i — 2, and pt — 2pt〜u set ct-i ct + 1, pt-i — pt, t t — 1. 
(Ic2) If ct is odd, Ci_i = 2 ? and pt / 2p t _^ set c ( _i 4 - 1, p f ^i < - 2pt^\. 
(Idl) If ct is odd, Ct^i > 2, and pt = 2pt-i, set ^ Ct-i — 2 ? Ct c ( + L 

^ Qi Pt+i Pt^ Ct <— 

is even and p t — 2pt_i ， 

set c t 4 - c t - 1, c 卜 i — a^i + 2, (2b) If c t is even and p t ^ 2pt^i, set 

ct+i 4= c t = 1, pt^i ptj ct <r- 2 ? p t p t /2, £ e # + L Return to K2. | 


(Id2) If c t is odd ， c* 一 i > 2, and pt ^ 2pt 一 “ set ct+i 
pt 2pf_i^ Ct—i i — Ct-i _ 2， t +— £ + 1L (2a) If q 


the partition . p^ 1 , (Now c* + … + ci is odd') 

largest part*] Now wc wish to apply the following transfer 


[The transformations in K3 and K5 undo themselves when per formed twice in a row, 
This construction ib due to T* Colthurst and M, Kleber, “A Gray path on binary 
partitions，’’ to appear, Euler considered the number of such partitioas in §50 of his 

paper in 1750,] 

85, If p; 1 " ^pr r is the prime factorization of m, the number of such factorizations is 


jj(ei) " * p(e r ), and we can let n 


max(ei 


， e r )< Indeed, for each r-tuple , 


with 0 < Xk < p(ejt) we can let rrij = ， where a kl … ajt n is the (xk 

partition of Thus we 



Xr) 

l)st 



use a reflected Gray code for r«tuples together with a 


Gray code for partitions. 


66* Let ai 


a 


be an m - tuple that satisfies the specified inequalities，We can sort it 


into non increasing order a £l > 


> a* 


where the permutation xi ., - x m is uniquely 


determined if we require the sorting to be stable; see Eq, 5-(2)* 


If j 



xi 


X 


fe, we have otj > ttjt, hence j appears to the left of k in the permutation 
Therefore xt 9 x m is one of the permutatioTis output by Algorithm 7*2 丄 2 V, 


Moreover, j will be left of k also when Oj = ojt and j < k y by stability. Hence a 

strictly greater than a Ii+1 when > x^i is a “descent. 


is 


£Cl 


To generate all the relevant partitions of n，take each topological permutation 
. x m and generate the partitions y\ fi P . y m of n - f where t is the index of xi ” ， r 


(see Section 5 ， 1 + 1)* For 1 < j < m set a Xj ^ yj + 匕 、 where tj is the number of descents 
to the right of Xj in 


For example, if a：! 


X 


314592687 we want to generate ail cases with > 


ai > a 4 > a® > > ©2 > > ag > a?* In this case t = I + 5 + 8 = 14; so we set 

Vi + 2, a) — ye + 1， as 奇一鉍 1 + 3, ys^h 2, as ^ p4 + 2, yj + l s a? ]/9i 


as +1, and 4- t/s + 2, The generalized generating function 52 in the 

sense of exercise 29 i 钰 

ZiZ 2 2 ! 2 ! zlz^z s zl 

' - ■■ ■■■ wwm 1 ■ - - -- - - — 35 — ------ 

(1 - 23)(1 — 怎 321)(1 — 213 2 x ^4 )(1 - 353«1^4^)… (1 — 之3為之4之5之9勿％之8之7) 

When < is any given partial ordering, the ordinary generating function for all such 
partitions of n Is therefore ^ z lJid Q /((l - ^)(1 — z 3 ). *, (1 ))j where the sum is over 

all outputs or of Algorithm 7,2 丄 2V, 

[See R. P. Stanley, Memoirs Amer. Math - Sgc• 119 (1972)，for significant extensions 

and applications of these ideas. See also L. Carlltz 3 Studies in Foundations and 

Combinatorics (New York: Academic Press ， 1978) ， 101-129, for information about 
up-down partitions.] 、 
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67. If n + 1 = gi ", q r y where the factors 仍， … 、 q r are all > 2 , we get a perfect 

partition {(qi - 1 ) • 1 ，(办 一 1 ) p ， （<?3 _ 1 ) ■ 2 ， *", (Qr — 1 ) * gi - that corresponds 

in an obvious way to mixed radix notation, (The order of the factors qj is significant,} 

Conversely, all perfect partitions arise in this way. Suppose the multiset M = 
{ki ， pi”，” km ^ p m ] is a perfect partition, where p! < … < p m ; then we must have 
Pj = (fci+ 1 ) … (fcj^i+ 1 ) for 1 < j < m f because 巧 is the smallest sum of a submultiset 
of M that is not a submultiset of {k\ ， p!”，” fcj_i ■ pj-%}* 

The perfect petitions of n with fewest elements occur if and only if the qj are all 
prime, because pq ~ l > (p— 1 ) + (q—1) whenever p > 1 and q > 1 . Thus, for example, 
the minimal perfect part it Iona of 11 correspond to the ordered factorizations 2 • 2 • 3, 
2 • 3 * 2 , and 3 ， 2 • 2 _ Reference: Quarterly Journal of Mathem&tks 21 (1886) ， 367-373. 


68 . (a) If a* + 1 < — 1 for some i and j we can change to — 1 }, 

thereby increasing the product by a) — q — 1 > CL Thus the optimum occurs only in 
the optimally balanced partition of exercise 3, [L, Oettinger and J, Derbes, Nouv. Ann, 
Math. 18 (1859), 442; 19 (1860), 117-118.] 

(b) No part is 1 ; and if aj > 4 we can change It to 2 + (a 广 2) without decreasing 


the product. Thus we can assume that all parts are 2 or 3 , We get an improvement by 


changing 2 + 2 + 2 to 3 + 3, hence there are at most two 2 s* The optimum therefore is 


3 n 〆 3 when n mod 3 is 0; 4 ， 3( n — 4 )〆 3 




3 (n- 4 )/a -2-2 = (4/3 4 , 3 )3 n / 3 when n mod 3 


is 1 ; 3 卜 2 )， 3 .2 


(2/3 2 / 3 )3 n / 3 when n mod 3 is 2 ； 


[O. Meiflner, Matiiematiscii 


Hat urwissenschaftliche Blatter 4 (1907) ， 85.] 


60. AH n > 2 have the solution (n ， 2 、 1 ” “ ， 1 )- We can “sieve out” the other 




by starting with S 2 … sn 


1 ■ ■ B 1 and then setting s a k-b 0 whenever ak 


_s< iV 

b<N, 


where a 

k + xi + 


X 1 41 , f 


l，fc 


a：i + ■ 




+ 工 * 


1 ， k>xt> 


> xt, and d > 1 ， because 


* + + 


十 x t + (ak 


b 


considered only when (zi … x* 


1)= 

l)xi 


kxi … x t . The sequence (a ： i," ” 怎走 ) needs to be 




(a?i + 


^ + x t ) < N 


we can also continue to 


decrease N so that sjv — 1* In this way only (32766, 1486539,254887,1511 ， 937,478, 4) 
sequences (: ci， … f xt ) need to be tried when N is initially 2 30 , and the only survivors 


turn out to be 2 ， 3, H4 t 174, and 444, [See E ， Trost, Elemente der Math. 11 

(1956), 135; M MUiurewicx, Elemente der Matli, 21 (1966) ， 90, 


Notes ： No new survivors sure likely as iV -4 oo, but a new idea will be needed to rule 
them out，The simplest sequences (xi, B * * ^xt) — (3) and (2,2) already exclude all n > 5 
with n mod 6 9 ^ O 5 this fact can be used to speed up the computation by a factor of 6 . 
The sequences ( 6 ) and (3,2) exclude 40% of the remainder (namely all n of the forms 
5k-4 and 5fc - 2); the sequences ( 8 ) ，（ 4,2)，and ( 2 , 2 , 2 ) exclude 3/7 of the remainder; 
the sequences with f = 1 imply that n — 1 must be prime; the sequences in which 


x\ ...xt ^ 2 r exclude about p{r) residues of nmod ( 2 r — 1 ); sequences in which xi ■. • 怎！ 
is the product of r distinct primes will exclude about m r residues of n mod (Xj ■ " 一 1 ) ■ 


70* Each step takes one partition of n into another，so we must eventually reach a 
repeating cycle. Many partitions simply perform a cyclic shift on each northeast 麵 to- 

southwest diagonal of the Ferrers diagram，changing it 


X\ X2 X 4 X 7 X\i * 

怎 3 Xg X 12 Xtr 怎 23 ” ， 

iC 13 ^IS 忠 24 怎 31 * * * 

from 怎 10 ^14 ^25 丈 32 丈 40 h ， 

3^15 X20 3^26 :33 :4l 欠 50 • • • 
IE21 ^27 怎 34 ^42 3?5l 黨 61 ， 


Xi 怎 6 Xio X 21 ^ ^ - 

X2 ^4 ^7 工 11 ^16 无 22 * • * 

X5 X 包 X\2 a?lT ®23 怎 30… 
to ^ 9 尤 13 Xis X 24 龙 31 尤 39 — * - 

X14 Xig X 26 X32 怎 40 怎 49 » - * 

X20 忑 26 尤 33 ^41 :50 无 60 * .. 


* 


* 
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in other words，they apply the permutation p = (1)(23)(456)(78 910) … to the cells. 

Exceptions occur only when p introduces an empty cell above a dot; for example^ xiq 
might be empty when x n isn't. But we can get the correct new diagram by moving 
the top row down, sorting it into its proper place after applying p in such cases* Such a 

move always reduces the number of occupied diagonals，so it cannot be part of a cycle. 

Thus every cycle consists entirely of permutations by p. 

If any element of a diagonal is empty in a cyclic partition f all elements of the 
next diagonal must be empty. For if, say, is empty, repeated application of p will 
make xb adjacent to each of the cells x? ， xg, xio of the next diagonal. Therefore 
If n^= (7) + (7) with ri 2 > fit > 0 the cyclic states are precisely those with nj — 1 
completely filled diagonals and n\ dots in the next, [This result is due to J, Brandt ， 

Proc Amer. Matb. Soc. 88 (1982) ， 483-486. The origin of the problem is unknown; 
see Martin Gardner, The Last Recreations (1997)，Chapter 2,] 


71, When n 


+ 


+ m > 1， the starting partition (m-l)(m=l)(m-2),*,211 
has dmtance m(m — 1) from the cyclic state，and this is m ㈤ dmum* [K* Igusa ， Math. 
M&gazme S8 (1985), 25—271; G. Etienne» J, Combin. Theory A58 (1991) ， 181-197, 
Ib the general case, Griggs and Ho [Advances in AppJ, Matii. 21 (1998), 205-227] have 

conjectured that the maximum distance to a cycle is max(2n+2- ni (n。+ 1), n+n 2 +1 ， 

+ —2fi2 for all ti > 1; their conjecture has been verified for n < 100. Moreover ， 


the worst 



starting partition appears to be unique when ri 2 — 2n\ + {-1,0,2}* 


72, (a) Swap the jth occurrence of k in the partition n 



k + a with the kth 



occurrence of j in fc • j + a, for every partition a of n - jk. For example, when n 
the swaps 

6 t 51 ， 42 t 411 ， 33, 321, 3111, 222, 2211, 21111, lillll, 

hi fg clg hi jkl dlkh n2i id21b mlmjf ladcba 

… ■ fA. R M, Hoare, AMM 93 (1986), 475-476 


6 



(b) p{n-fc) + p(n-2fc) + p(n—3fc) + 


SECTION 7.2,1.5 

1* Whenever m is set equal to r in step H6 T change it back to r — L 

2* LI# [Initialize,] Set 卜 jf — 1 and ay — 0 for 1 < j < n. Also set hi ^ n, f t- 1 5 

and set Iq to any convenient nonzero value* 

L2# [Visit,] Visit the (-block partition represented by l\. .J n and hi . "ht- (The 

restricted growth string corr^ponding to this partition is oi.. *a n .) 

L3. [Find j,} Set j 4 - n; then, while lj — 0, set j —y — l and t t ~ 1. 

L4, [Move j to the next block,] Terminate if j — 0* Otherwise set fc a j + 1, 

hk ^ tj , a j k. If fc = t t set i i + 1 and lj 4 - 0; otherwise set lj 4 — 

Finally set 卜 i ， 

LS_ [Move j + l 7 n to block L] While j < n f set j 4- j + I, I ； hi, aj 4 - 0 5 

and ht f- j. Retnm to L2, | 

3. Let r(k } n) be the number of strings ai “ * a n that satisfy the condition 0 < aj < 

l + niax(fc—l s ai,. * * ，〜 -i) for 1 < j < n; thus r(fe ， 0) = l s r(0 f n) = and r{fe, n) — 

icr(fc > n —l)+r(A:+l,n —1). [S* G, Williamson has called T(k,n) a “tail coefficient ”； see 
SICOMP 5 (1976) ， 602-617,} The number of strings that are generated by Algorithm H 
before a given restricted growth string ai ,a n is a i r (^ji n ™ J), where hj — 

1 + max(ai f Working backwards with the help of a precomputed table of the 
tail coefficients, we Slid that this formula yields 999999 when ai … an = 010220345041 • 
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4. The mo#t common representatives of each type, subscripted by the number of 


corr^pondmg occurrences in tbs Graph Base 


zzzzzch ooooho, xrxixci, ixiiio 


poops m llullo^ llal&Qp iittio, ixiiiop cctt ^ q , llajaa】，xzviio 

oozads, uhiiuiLQ f flaamniAia puppy 




heh0#o» vividis, at«xti ? anassa 

eneeA^ teoth^^, yaaay 0l a^thtibst added« t Izxiig 

bock&i^i s6BB6io t flnd«d 3s checkieo, I*v#lia s tep^# 4t slylyn_v»ri54 

mottoai s tfbooost tr«0®3S4 t going^ T , vhidiijsip therem> thrfloioo. 

(See S. Golomb t Math ， M 邱 - 53 (1980), 219-22L Words with only two distinct letters 

are, of course, rare. The 18 representatives listed here w\th subscript {! can be found 
in larger dictionaries or in Englissli-laiiguage pages of the IntemeL) 

H. (a) 112 — p(0225). The sequence is r(0), r(l) t r(4)，r(9}, f (16)， … t 

obtsained by expre&ii Ag n in decimal notation (with one or more leadiELg zeroa) t applying 
the p function of exercise 4 S ihm deleting the leading z«ds. Notice that n/9 < r(n) < n. 
(b) 1012 = r{45 a ). The sequence is the a & (a), but sorted into order afld with 


where r(n) is 


duplicates removed. (Who knew that ES 2 — 7744, 212 



and 264 3 = 696 谢 ？} 


Use the topological sorting approach of Algorithm 7,21,2V，with an appropriate 
partial ordering: Include Cj chains of length j 3 with tbeir least elements ordered. For 


example^ if n = 20, ca 


3, and 


Ca 


2, 



that algorithm to find all 

- < 3 5* 


permutations a 】 … a ⑽ of {1， … ”20} euch that l < 2^ 3 < ^ b < ^ l < 

7 4 8 9 S 10 夂 11 气 12, 7 气 13, 13 彳 14 气 15 气 16, 17 K IS ^ 19 20, 

13 4 I7 S forming the r«stric：ted gruwtli strings /j(/(ai).. „ /(ttau))，where p is defined 
in exercise 4 and (/(!),. "，/(20)) = (1，1,2 5 2 S 3 ? 3 f 4 t 4,4 T 5,5 t 5,6,6^ 6 5 6,7 S 7 ? 7^ 7), The 

total Diiml>er of outputs h, of course, given by (48). 



the penmitations we get by reversing the left-right order of 

4321, 


7， Exactly They 

the blocks in (?) and dropping the symbols: 1234 ? 4123 ? 3124 ， 3412 t 

[See A，Claesson, European J. Combimtorm 22 (2001) s 961-971. S- Kit&ev t in 

“Partially ordered generalized pattern^ ” Discrete to appear^ has diacovered a 

far-reaching generaJizdbtion: Let ?r be a permutation of {0,.-. let § n be tbe number 


of permiitationa a%. ..a n of {1 s . P . P n} such that > ak 


> 


+ 9 ii 




implies j > fe t and let f n be the number of permutations ai.«. a n for which the 


pttjttC{"JlOk CE|gi h 


E 


T1>0 


gn^ n /nl = €xp (^； 


> 


ti>i 


■fl B ■* 


> Qk^nt is avoided altogether for r < < n B Then 


fn^z n /n]),} 


8* For each partition of {l, + s + 1 n} into m blocks, arrange tbe blocks in d#creasing 
order of their smallest elements，and permute the non-smallest block elements in all 
possible ways- If n = 9 and m = for example t the partition 126|36|4579 would yield 
457938126 and eleven other cases obtained by permuting {5 S 7,9} and {2,6} among 
themselves. (Essentially the same method generates all permutations that have exactly 


k cycles; 


the 'Hmmiial correspondence^ of Section 1.3,3,) 


ft t Among the pfarmutatioiis of the multiset {^ ■ 0、 fci ■ 1 5 , B ” jfefi-i ■ (拉 一 i)} t exactly 


ko + fej + 

fco, fci，■ 


4 - jfcn- 

kwi—l 



ko 


k. 


(Aq 十知 1 + ‘， - + 先 fl- 1 } + 


) 


fcfl- 

k— 


have restricted growth t since kj/(kj + - ■ ■ + *n^i) is the probability that j precedes 

{j + ■ » ' s TV ^ lj + 

Hie average number of 0$ if n > 0 t is 1 + (n — l)w n -t/^n ~ 0(logn) a because 


the total number of 0s ainong all xu n cases is ]C:=ri ^ 


n 


+ (ri — 


10- Given a partition of {1, … s fi} t construct an oriented tree on {0 t ■■” n} fay letting 

j — 1 be the parent of all members of a> block whose least member is j. Then relabel 
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the leaves, preserving order, and erase the other labels. For example, the 15 partitiojas 
in ( 3 ) correspond respectively to 

么 A Xs 人 



1234 





23 



2 



13 


12 


12 


123 




2 




12 


To reverse the process, take a semilabeled tree and assign new numbers to its nodes 
by considering the nodes first encountered on the path from the root to the smallest 
leaf, then on the path from the root to the second-smallest leaf, etc. The number of 
leaves is n + 1 minus the number of blocks, [This construction is closely related to 
exercise 2*3.4.4-18 and to many emimerations in that section. See P. L. Erdos and 
L. A. Szekely, Advances in Applied 10 (1989), 488-496.] 

11, We get pure alphametics from 900 of the 64855 set partitions into at most 10 
blocks for which p(ai . * + au) = p(as ， ， ， agai ， + ， tuas , ■ . ao), and from 563,527 of the 
13,788,536 for which p(cti, “ fli 3 ) < p(ag ■ agai ... eucts • • * The first examples 


are a&aa 



aaaa 


baaac. aaaa + aaaa 


bbbbc * and aaaa + 


last are abed + mfgd — dcaab (goat 



nort 


tango) and 


bamac; the 

dfgd — deeaf 

an alphametic 


(clad + Mrd = dance)* [The idea of hooking a partition 
solver is due to Alan Sutcliflfej 


12* (a) Form p((aia[).. * (a n a^))，where p is defined in exercise 4, since we have x 


y 

(modulo II V II r ) if and only if x = y (modulo //) and x 三 y (modulo /7 ; )* 

(b) Repr^ent II by links as in exercise 2; represent H f as in Algorithm 2*3*3E; 

and use that algorithm to make j = fj whenever lj ^ 0. (For efficiency, we can assume 
that II has at least as many blocks as H\) 

(c) When one block of IT has been split into two parts; that is，when two blocks 

of U* have been merged together. 


( d ) ①； ㈦ （2. 1 


-1 


1) + 


P ■ * 


+ ( 2 Jlt ^ 1 


1). 


(f) Urue: Let J7VIT have blocks S 1 IB 2 I …| 风 ， where II = … |St. Then 

JT is essentially a partition of {Si” ■., B(} with Bi _ 丑 2 ,⑽ d 77 A il’ is obtained by 

merging the block of TT that contains Bi with the block that contains B 2 , [A finite 

lattice that satisfi 扮 this condition is called lower semimodular; see G. Birkhoff, Lattice 

Theory (1940) ， §1.8. The majorization lattice of exercise 7*2.1.4-54 does not have this 


property when，for example, a = 4111 and 



33 L] 


(g) 



For example, let II == 0011， /T = 0101 


(h) The blocks of II and FT are unions of the blocks of /7 V J7 # t so we can assume 

， f}. As in part (b), merge j with lj to get IT in r steps, when /I 


that n y n 



has t 




r blocks* These merges applied to II f will each reduce the number of blocks by 


0 or L Hence b{Jf) — 6(/7 A /7 1 ) <r — b(JJ V II f ) — b{17). 

[In Algebr& Universalis 10 (1980), 74-95, R Pudlak and J, Tuma proved that every 


finite lattice is a sublattice of the partition lattice of {1 


n} f for suitably large n,] 


13, [See Advances in Math, 28 (1977} ， 290-305.] If the j largest elements of a i-block 


partition appear in singleton blocks, but the next element n 



does not，let us say 


that the partition has order t 





Define the “Stirling string” E n t to be the sequence 


of orders of the t-block partitions H 


Ih 


for example ， Z 43 


122333 - Then 


S u 


0 5 and we get E( n+ i)t from Ent by replacing each digit d in the latter by the 


string d d (d+i) d+l -.. of length (^) 一 ⑦； for example 


£«3 


i223332233322353333333333. 
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The basic idea is to consider the lexicographic generation process of Algorithm H. 


Suppose n 


ai 


On is a block partition of order then it is the lexicographically 


smallest block partition whose restricted growth string begins with ai, B . a 


<+i* 


The 


partitions covered by II are, in lexicographic order, IT 12 t Uui ^ 33 » /?24, 7/34, 

/7( ( .i) tl where n rg means “coalesce blocks r and s of /I” (that is, ^change all 
occurrences of $ — 1 to r — 1 and then apply p to get a restricted growth string” )• If 
is any of the last (*) - ( 3 2 ) of these, from i7i(j +1 ) onwards，then II is the smallest 


block partition following I7\ For example，if i7 = 001012034, then n — 9, i = 5, 
j = 3, and the relevant partitions 11* are p(001012004), ^(001012014), p(001012024) T 
^{001012030), p(001012031), p(001012032), ^(001012033). 


Therefore f ni (N) = f nt (N -1}+Q) 



where j is the Nth digit of E n t - 


14, El* [Initialize.) Set aj i~ Q and bj dj 1 for 1 < j < 


n 




E2* [Visit,] Visit the restricted growth string ai *, 

E3* [Find j.] Set j n; then，while aj = dj, set dj f- 1 — dj and j ^― 
E4, [Done?] Terminate if j = 1. Otherwise go to E6 if dj 



L 


0. 


E5* [Move down.] If aj = 0, set aj — 卜 ， m 



aj 



1， and go to E7. Otherwise if 


% — bj, set aj b 3 — 1， m 卜 and go to E7, Otherwise set a ； aj 


and return to E2 


E6. [Move up,] If aj — bj - I, set aj bj 1 m h- aj + 1, and go to E7* Otherwise 

if aj — bj, set aj P 0, m 卜 6j，and go to E7, Otherwise set aj + 1 and 
return to E2, 

ET. [Fix … 6 n J Set bjt 4- m for k 



n. Return to E2, 


[This algorithm can be extensively optimized because, as in Algorithm H, j is almost 
always equal to nj 

IS. It corresponds to the first n digits of the infinite binary string 01011011011 …， 


because tJ7 n -i is even if and only if n mod 3 = 0 (see exercise 23), 

16. 00012, 01012, 011X2, 00112, 00102, 01102, 01002, 01202, 01212, 01222, 01022, 

01122, 00122, 00121, 01121, 01021, 01221, 01211, 01201, 01200, 01210, 01220, 01020, 
01120,00120, 

17, The following solution uses two mutually recursive procedures, f(^ i/, a) and 

for “forward” and “backward” generation of when a = Q and of A 
when a = 1* To start the process, assuming that l < m < first set aj 0 for 


f 


< j < n 


m an d a 


m+j 


J 


1 for 1 < j' < m, then call /(m, n ， 0). 


Procedure If ft = 2， visit a\ , . ,a n ; otherwise call /(^ 






mod 2), Then, if + 1, do the following: Change from 0 to 




1, 


and visit ai ^,a n ; repeatedly set a 


1/ 



a 


1 and visit ai … a 


until a 


0, But if 


1 / > /i + 1 ， change (if is odd) or (if is even) from 0 to /i — 1; then 
call &( 鋅 , 1 / 一 1 ， 0 ) if ay + cr is odd, /(/i, i/—l t 0) if + a is even; and while a u > 0^ set 


Uu ^ ct 


and call 1 ， 0) or 1 ， 0) again in the same way until a 


0, 


Procedure b{fi y If v p + 1， first do the following: Repeatedly visit a\ .., a n 


and set 4 - + 1, until a v 




1; then visit ai... a n and change from /i — 1 


to 0, But if p > pt + 1 ， call /(/i ， !/— 1 , 0 ) if ai/ + <7 is odd ， 6 (/ 1 ， i/— 1 , 0 ) if + cr is even; 
then while < /i - 1 , set + 1 and call /(^,|/- 1 5 0 ) or i/— 1 , 0 ) again in 

the same way until = ^ — 1; finally change (if fi+a is odd) or (if fi+a is 
even) from — l to 0* And finally, in both cases, if fi = 2 visit ai — a nt otherwise call 


Km 


1 , 1 / 


1 ， ( 弘 +cr) mod 2} 
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Most of the rimming time is actually spent handing the case ^ = 2; faster routines 
based on Gray binary code (and deviating from Ruskey’s actual sequences) could be 
substituted for this case. A streamlined procedure could also be used when ^ = i/ « 1, 

18* The sequence must begin (or end) with 01 … (n—1}* By exercise 32, no such Gray 
code can exist when S n ^ (1) 0+1+ namely when n mod 12 is 4, 6, 7 ? or 9- 

The cases n = I, 2, 3^ are easily solved; and 1,927,683,326 solutions exist when 
n = 5. Thus there probably are zillions of solutions for all n > 8 except for the cases 


already excluded. Indeed, we can probably find such a, Gray path through all 137^* of the 


strings considered in answer 28(e) below, except when n 三 2fc + (2, 4,5, 7) (modulo 12) . 

Note,* The generalized Stirling number in exercise 30 exceeds 1 for 2 < 


m < n, so there can be no such Gray code for the partitions of {1 
blocks- 

19. (a) Change (6) to the pattern 0, 2, 


n} into m 


m m m 


m 


m b ■ 


， 3 5 1 or its reverse, as in endo-order 


(7m(45 认 


(b) We can generalize (8) and (9) to obtain sequences A mno aod A f mna that 


begin with 0 n_ 亂 01 … (m—X) and end with 01 … (m-l)a and 0 


-1 


01 … (m—l)a, 


respectively, where 0 < a < m-2 and a is any string ai. with 0 < aj < m 

When 2 < m < n the new rules are 


2. 




4 




nor 


x 2 


A 


mna 




if m is even 




怎 2 


A 


mnct 


: m 


if m is odd: 


A ： 




7 乂 mn 3 工 2 , . ， * ， A m 




if m is even 


A 


R 


怎爪 1 


if m is odd; 


here b 


m 




b n 


and (x 


■ ， x m ) Is a path from xi 


m 


1 to x 


a. 


20. 012323212122; in general (a t 

21. The numbers (sq^ , 


-On) T 


p(a n .., fli) ? in the notation of exercise 4 


〈 1 ， 1 ， 2,3,7,12,31 ， 59 s 164, 339,999, …) satisfy the 


recurrences s 3fl+ i = 53 fc (^jssn-ik, san+2 = (^)(2* + 1)^-2* i because of the way 


the middle elements relate to the others. Therefore 32n 




nl [^ n ] exp((e 2i -l)/2+^ 



and S2n+i — nl [z n ] exp((e 2 * — 1)/2+ e 其 + z — 1)_ By considering set partitions on the 


—— — ii & ^ % % r m 1 ^ 

first half we also have S 2 n = and $ 2 n^i — Ylk { 


m+l 

k 




i, where x 


2a ： n-i + (ti — I)x n -a = nl (js n ] exp(2z + 2 /2). fT. S. Motzkin considered the sequence 

“ 2 n) in Proc. Symp. Pure Math. 19 (1971), 173.] 

22. (a) 


=« EZo by (i6). (b) Er=o P Pr(x =*)= 

5^5 。 5^ 二 0 一 and we can extend the inner sum to j = oo because 

Y,k (i)( w l) fc fc n = 0 when j > n. Thus we get £ 二。 （ fcn A0 丄 )% = 切 《* [ See 

J. CX Irwin, J- Royal Stat. Soc. A118 (1955), 389-404; J* Pitman, AMM 104 {1997 )， 

201-209,] 


23* (a) The formula holds whenever f(x) — x n , by (14)，so it holds in general，(Thus 
we also have f(k)/k\ = ef[w), by (16)*) 

(b) Suppose we have proved the relation for fc，and let h(x) — (x — l)-f(x)^ g(x) — 


+ Then /(w + i + 1) — ^(ot + A：) = xu-g(w) = A(w+1) 


..-j 11 




° 


t37^^/(ccr). 


[See J. Touchard, Ann, Soc_ ScL Bruxelles 53 (1933) ， 21-3L This symbolic u iimhral 
calculus/ 1 invented by John.BUssard in Quart. X Pare and Applied Math^ 4 (1861), 
279=305, is quite useful; but it must be handled carefully because /(w) = g{xu) does 
not imply that f{w)h(m) = g(w)/i{s7).] 
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(c) The hint is a special case of exercise 4.6.2-16(c)* Setting f(x) ~ x n and k = p 

in (b) then yields w n = tsjp+n 一 十 n* 

(d) Modulo p, the polynomial x N — 1 is divisible by g(x) = x p — x — l, because 

x^ k = x + k and x N = = x- = x p — x = l (modulo g(x) and p). Thus if h(x) — 
(x N — t)x n /g(x) we have h(w) = h{w + p) — m^h(w) = (tu p — vj)h(m); and 0 s 
g(w)h(m) = — w n (modulo p). 


24* The hint follows by induction on e, because - m Wecan 

also prove by induction on n that x n = r n (x) (modulo pi(x) and p) implies 


c 1 C — 1 -m 

X p n H r n (x) p (modulo g^(x) } pg^^ix), - ， p e ~ l g 1 {x), and p e ). 


Hence x p 


N 


1 + fto(x)pe(x) +p/u(z)5e_i(x) + … +p e_1 A c _i (ar) +p e ft e {x) for 
certain polynomials hk(x) with integer coefficients. Modulo p € we have ho{xu)m n = 

ho[^ J hp f )(w +p e ) n = w^hQ(tu)w n = (办 ( 仿 ) + l)h Q (ijj)w n ; hence 


w 


p 


iV+fi 


+ phi(m}g e ^i(w)m n + 


* - * 


w 


[A similar derivation applies when p — 2 f but we let gj^i(x) = gj(x) 2 + 2[j = 2}, and 
we obtain ts 7 n 三 t57 n +3-2 e (modulo 2 e ). These results are due to Marshall Hall; see Bull 
Amer. Math. Soc. 40 (1934) ， 387; Amer. J. Math. 70 (1948) ， 387-388. For further 

information see W. F. Lunnoo ? P. A. B. Pleasants, and N, M. Stephens, Acta Arith. 

35 (1979} s 1-16,] 


25. The first inequality follows by applying a much more general principle to the tree 
of restricted growth strings: In any tree for which deg(p) > deg(parent(p) } for all noo- 
root nodes p, we have Wk/^k-i £ Wk—ijwh when Wk is the total number of nodes on 
level k. For if the m = nodes on level fc — 1 have respectively ai, "” a m children 1( 
they have at least af + … + grandchildren; hence Wk^iWk^i > m(al + - - * + a^) > 

( a i + … + ^m) 


2 


w 


k 


For the second inequality, note that ro n .i — w n — Ek=o((l) - (lZl))^n-k ； thus 



becaus€, for example, m n 




On 


3 




2){w n ~2/^n^i)(^n^l/^ri) IS IeS§ than 


or equal to (ti7 n -4/wn 咖 


/w 


4 


jm 


26, There are (::j) rightward paths from © to we can represent them by Os and 
Is, where 0 means M go right,” 1 means “go up, TJ and the positions of the Is tell us which 
n—t of the elements are in the block with L The next step, if i > 1， is to another vertex 
at the far left; so we continue with a path that defines a partition on the remaining 亡 一 1 
elements. For example, the partition 14|2|3 corresponds to the path 0010 under these 
conventions, where the respective bits mean that 1 _ 2， 1 _ 3, 1 = 4 T 2 _ 3 - [Many 
other interpretations are possible. The convention suggested here shows that w n k 


enumerates partitions with 1 _ 2, 




J 


1 _ fc, a combinatorial property discovered by 


H. W. Becker; see AMM 51 (1944) ， 47, and Mathematic Magazine 22 (1948), 2S-26*] 
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while Pk and Qk ate empty for fc = 0, 1 ， 17, and 18- 

In this way every set partition leads to a vacillating tableau loop Xo f Ai, ， “ ，入 2 n ， 
if we let 入 * be the integer partition that specifies the common shape of Pk and Qk. 
(The loop is 0, 0, 1 ， 1 ， 11 ， 1 ， 2, 2, 21 ， 11 ， 11 ， 11 ， 11 ， 1 ， 1 ， 0, 1 ， 0, 0 in our example') 


Moreover, isk 


0 if and only if row n + 1 - fc contains no rook, if and only if fc is 


smallest in its block. 

■ 

Conversely^ the elements of Pk and Q* can be uniquely reconstructed from the 

■ 

sequence of shapes Xu, Namely, Q* = Qk-i if tk = 0* Otherwise, if fc is even ，Qk is Qk- 
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27, (a) In general! Ao = Ai = A 2 n，i = A 2n = 0, The following list shows also the 
restricted growth strings that correspond to each loop via the algorithm of part (b): 


0,0,0 f 0 5 0,0 t 0,0,0 0123 
0,G ， 0,0,O t 0 ， l ， 0 T 0 0122 
0 , 0 , 0 , 04 , 0 , 0 , 0,0 0112 
MA 0,1，0，1，0,0 0111 

0 ， (} ， 0,0 ， i ， l ， I,0,0 0121 


0,0，1，0,0,0,0,0,0 0012 
OAlAO’tUAO 0011 
0,0，1，0,1，0,0,0,0 0001 
0,0 ， l ， CUr0,l ， 0,0 0000 

0 ， O ， 1 ， O ， I,1 ， 1 ， O,O 0010 


Q^hl.hOMO 0102 
0,0,1 ， 1 ， 1 ， 0 ， 1 T 0,0 0100 
0,0 ， i,l ， l ， l ， l ， 0,0 0120 

0101 

0,0,1,1 5 2,1,1,0,0 0110 


(b) The name ^tableau' 1 suggests a connection to Section 5J-4, and indeed the 
theory developed there leads to an interesting one*to-one correspondence. We can 
represent set partitions on a triangular chessboard by putting 
a rook in coin inn lj of row n + 1 — j whenever lj ^ 0 in the 
linked list representation of exercise 2 (s€€ the answer to exercise 

5.1,3-19). For example^ the rook representation of 135|27|489|6 

is shown here. Equivalently, the nonzero links can be sp 枕 ified in 

a two-line array, such as see 5.1.4-(ii}- 

Consider the path of length 2n that begins at the lower left 
corner of this triangular diagram and follows the right boundary 
edgesj ending at the upper right corner: The points of this path 

are Zk = ([fe/2j J ffc/2]) for 0 < fc < 2n, Moreover，the rectangle above and to the left 
of Zk contains precisely the rooks that contribute coordinate pairs j to the two-line 

array when * < [k/2\ and j > [fe/2]; in our example y there are just two such rookB 

when 9 < < 12^ namely (^g). Theorem 5* 1.4A telb us that such two*line arrays 

are equimlent to tableaux (i \， Qk )， where the elements of Pk come from the lower line 
and the elements of come from the upper line, and where both Pk and Qk have the 
same shape. It is adrantageous to ujse decreasing order in the P tableaux but increasing 



order in the Q tableaux, so that in our example they are respectively 


k 


Pk 


Qk 


k 


Pk 


Qk 


k 


Pk 


Qk 



j2j4l12141 

« - - - ► - rL —^- 1 -r — 


■151:, 

817 一 8 7 


l^lmlrglrfl 


8 


9 


10 


I* 

1^ 


aa 11121 0 
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with the number k/2 placed in a new cell at the right of r 


am 


tk ; if fe is odd, Qk is obtained 


from Qk-i by using Algorithm 5.1.4D to delete the rightmost entry of row ife. A simitar 
procedure defines Pt from the values of Pjt + i and tk+i^ so we can work back from p 2 n 
to Po, Thus the sequence of shapes Xk is enough to tell us where to place the rooks. 


Vacillating tableau loops were introduced in the paper w Cr 




m 



and nestings of 


matchings and partitions” by W, Y* C- Chen, E, Y, P* Deng，R R, X, Du, R. P. Stanley^ 
and C, H, Yan (preprint, 2005)，who showed that the const ruction has significant 
(and surprising) consequences. For example, if the set partition 77 corresponds to 


the vacillating tableau loop A。，Ai 


入 2 


let’s say that its dual U D is the set 


partition that corresponds to the sequence of transposed shapes Aq , Af 


久 『 n- 


Then, by exercise 5 + 1.4™7, /7 contains a “i*cros$ing at I 广 namely a sequence of indices 


with h < 


B- 4 » 


< ik < 


if and only if J7 


D 


< ji < 


* A d- 


< ji and h = ji. 


I « 


* ? 


ik = jk (modulo II), 


contains a “fc-nesting at f，’ f which is a sequence of indices with 


ii < 


■ ■ Bi 


<ik<l<fk< 


a * * 


< Ji and i\ = 


•# -C 


f ijt = ii (modulo II D ). Notice also 


that an involution is essentially a set partition in which all blocks have size 1 or 2; the 
dual of an involution is an involution having the same singleton sets- In particular, the 
dual of a perfect matching (when there are no singleton sets) is a perfect matching* 

Furthermore ^ an analogous construction applies to rook placements in any Ferrers 


diagr 




i not only in the stairstep shapes that correspond to set partitions. Given a 


Ferrers diagram that has at most m parts, all of size < n, we simply consider the path 


zo 


(0 t 0), Si, v T 2tn+n 




(n ， m) that hugs the right edge of the diagram，and stipulate 


that = 
The proof 


Afc_i +e tt when z k 


Zk 


+ {If 0), Xk 




---- 


e tk when Zk 




+ (0,1). 


ml _ [ — _ f _ gave for stairstep shapes shows also that every placement of rooks in the 
Ferrers diagram, with at most one rook in each row and at most one in each column ， 
corresponds to a unique tableau loop of this kind, 

[And much more is tme, besides! See S, Fomin $ Comhin. Theory A72 (1995 )， 


277-292 




van Leeiiwen, Electronic J. Comhinatohcs 3, 2 (1996)，paper #R15-j 


28 釀 (a) Define a one-to one correspondence between rook placements 3 by interchanging 
the positions of rooks in rows j and j + 1 if and only if there’s a rook in the “panhandle” 
of the longer row ： 


O O O j O j O j Q I Q 

o o „ . 




— , 囑 I ■■ ■ ■ 

o' olototoioTo 



(b) This relation is obvious from the definit 量 on，by transposing all the rooks, 

(c) Suppose at > a 2 > and ak > Then we have 

I 0^21 •") = _ 1，， " ， _ 11 1 ” " ) + y ， ■ ■. ， — 1 1 ~ 1， ^ fc+l f * * ■) 


because the first term counts cases where a rook is in row Jfc and column a*. Also 
R(0) — 1 because 


of the empty plac€ment. Prom th 



recurrences we find 


H(l)=x + 发； fi(2) = fi(l, 1) = x H- ^ R(S) = fi(l f 1,1) = jc + acy + xy 2 + y 3 ; 

H(2 f 1) = a? 3 + 2xy + + y 3 ; 

R{3 y 1) = R(2, 2) = R(2, 1,1) = x 2 + x 2 y + xy + 2xy 2 + xy 3 + y 4 ; 

fl(3, 1 ， 1) = i?(3,2) = fi(2,2 t 1} = x 2 + 2x 2 y + x 2 y 2 + 2xy 2 + 2xy^ + xy 4 + y 5 ; 

11(3,2,1) = ar 3 + 3®、+ Zx 2 y 2 + x 2 y 3 + 3xp a 十 + a?j/ s + jA 
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■ 

(d) For example，the formula 




xzuss y) + is equivalent 


to A(5,M ， 3,2 ， 1) 


xi?(4,3,3,2 ， l) + yii(5,4,3,3, 2,1)，a special c 




of (c); and 


y) 


R(n 一 2, “ ” 0) is obviously equal to w(r^i)i (x ， 沒 ) 


R{n 




2,…， 1)* 


ai 


(e) In fact y k ^ lj cj n k(^yV) is the stated sum over all restricted growth strings 

. a n for which a 2 >0,… ， a* > (X 


29. (a) If the rooks are respectively in columns (ci, … ， c"), the number of free cells is 
the number of inversions of the permutation (n + l~ci),{n+1—c n )^ [Rotate the 
right-hand example of Fig- 35 by 180。 and compare the result to the illustration 
following Eq. 5.1, 1 -( 5 ).] 

(b) Each r x r configuration can be placed in, say, rows ii < ■ " < i r and columtis 
ji < jr ，yielding (m — r)(n — r) free cells in the uachosen rows and columns; there 
are (ij—ii+l) + 2(is—» 2 —l) + ^ + (r—l)(f r + r[m^i r ) in the unchosen rows 


are (ij—ti+l) + 2(^3—* 2 — 1 ) + " ，+ (r—l)(i 『一 i r 〜 i —1) + r(m—i r ) in the unchosen rows 
and chosen columns, and a similar number in the chosen rows and unchosen columns. 
Furthermore 


E 


y 


{‘2 +1 J+2(t3 — 一 … +(r — J-f 


<i r <m 


may be regarded as the sum of j ； ai + a »+ … 抓麵 ” over all partitions 



> > £12 > 


■ _ ■ n 


> 


辽 m—r 


> 0, so it is (^) v by Theorem C. The polynomial rl y generates free cells for the 


chosen rows and columns, by (a). Therefore the answer is r! 


|/ {m 一咖 — r) m4n! v /((m - r)i y (n 




r ) ! if r! v)* 


(c) The left-hand side is the generating function + ai”. ” 尤 + a m ) for the 
Ferrers diagram with t additional columns of height m. For there are 尤 + a m ways to 


put a rook in row m，yielding 1 + y + 


■ ii ii 


+v 


i+a 




respect to th 




choices: then there are i + a m 


The right-hand side, likewise，equals R m (t + a!” " ， i + a m ). For if m 


(1 x y t ^ am )/(l — y) free cells with 

1 available cells in row m — 1, etc. 

■,,, d ■ Fbr i{ m — k rooks 



placed into columns > 



must put k rooks into columns < t af the A: unused 


rows; and we have 



n that tl y /{t — k)\ y is the generating function for free cells when 


k rooks are placed on ^ k xt board, 

[The formula prov^l here can be regarded as a polynomial identity in the variables 
y and y l \ therefore it is valid for arbitrary t f although our proof assumed that t is a 


nonnegative integer 


This result was discovered in the c 




y 




1 by J, Goldman, 




J. Joichi, and D- White ， Proc, Amer, Math, Soc. 52 (1975), 485-492, The general c" 

was established by A. M* Garsia and J* B, Remmel ， 丄 Combinatorial Theory A41 
(1986), 246-275, who used a similar argument to prove the additional formula 




■ BF* 


y a 


十 m _j 十 t 


n 


£=0 


y 


x> 

fc=0 


z 




y 怎 


( 


z 




y k z 


-Rm—, • ** ， tim) 


(d) This atatemeiit, which follows immediately from (c), also implies that we have 
R(a t ,,, ■ ,a m ) = R(€t \ ， " • ， ）if and only if equality holds for all x and for any nonzero 
value of |f. The Peirce polynomial w n k(^iV) of exercise 28(d) is the rook polynomial for 

(::;) different Ferren diagrams; for example ， wg 3 (: s y) enumerates rook placements 

53311 ， 5332, 54211, 5422, and 543 L 


for fche shapes 43321, 44221, 44311 ， 4432, 53221 ， 


30, (a) We have w n (a:, y) — ， n-m 4 mn ，where A mn = ii n - m (n — 1, ， • - ， 1) satisfies 
a simple law: If we don’t place a rook in row 1 of the shape (n — 1, … ， 1)’ that row 
has m - 1 free cells becaiiise of the n - m rooks in other rows. But if we do put a rook 
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[The second formula is proved by induction on n % because both sides satisfy the 
differential equation = (1 + g + ■ “ + g n )e £ G n (^)； exercise L2.6-58 proves 

equality when z 

Historical note: Leonard Carlitz introduced g-Stirling numbers in TtanBaLCiiom of 

the Amer. Math. Soc, 33 (1933), 127-129. Then in Duke Math. J. 15 (1948), 987-1000, 

he derived (among other things) an appropriate generalization of Eq. l:2,6-(45): 






k 


n 

k 






(m — k)l q 


31* exp(e 




+ W 


1); therefore w n k 


U7 




k w k 


W 


fi+1 — fc 


(卬 



k ™ I 


in the 


umbral notation of exercise 23t [L, Moser and M. Wyman, Hans, Royal Soc- Canada 
(3) 43 (1954)，Section 3, 31-37.] In fact, the numbers vj n k(x y 1) of exercise 28(d) are 

generated by exp((e* 1AI+ar * — l)/x -f xw). 


32, We have 5 n 


tS7fi{l 


1) , and a simple pattern is easily perceived m the generalized 


Peirce triangle of exercise 28(d) when x = l and y 


1: We have — 1)| £ 

■ 


and w n (jt + i)(l,-l) = 一 1) + (_l) n (modulo 3} for 1 < fc < n, [In JACM 20 

(1973) ， 512-513, Gideon Ehrlich gave a combinatorial proof of an equivalent result*] 

3A, Representing set partitions by rook placements as in answer 27 leads to the answer 

1 in exercise 28(d). [The case k = n was discovered by 


OTnfct by setting x = y 

H. Prodmger, Fibonacci Quarterly 19 (1981), 463-465*] 

34, (a) Guittone T s Sonetti included 149 of scheme 01010101232323， 64 of scheme 
01010101234234, two of scheme 01010101234342, seven with schemes used only once 


(like 01100110234432)，and 29 poems that we would oo longer consider to be aonnets 
because they do not have 14 lines. 

(b) Petrarch's Cajizoniere included 115 sonnets of scheme 01100110234234 f 109 of 
scheme 01100110232323, 66 of scheme 01100110234324, 7 of scheme 01100110232232, 
and 20 others of schemes like 01010101232323 used at most three times each, 

(c) In Spenser’s Amoretti^ 88 of 89 sonnets used the scheme 01011212232344; the 

exception (number 8) was “Shakespearean, 

(d) Shakespeare 5 s 154 sonnets all used the rather easy scheme 01012323454566, 

except that two of them (99 and 126) didn’t have 14 lines ， 

(e) Browning's 44 Sonnets Ffom the Portuguese obeyed the Petrarchan scheme 

01100110232323- 


there，we leave 0 or ! or * *» or m = 1 of its cells free. Hence A m n — J/ m — 1 焱 {m-i)(n-i> + 
(1 + 女 + " . + t/ m_1 )A m ( n ^i}, and it follows by induction that Amn = 严 - ⑽以 - 

(b) The formula (x, y) = ，沒） y ie 此 

-1)A* 

(c) Prom (a) and (b) we have 

_5^__ I ^ \ z k m 

(1 一名 )(1 一 （l + g)z) … （1 一 （l + g + … + g 〜 卞 ) — Vlni/ ^ 


^lJt! 

k n 




E 


M 


o- 


Bi-# 

n 




£ 


■ 

k 

賢 


T 

+ 

「■ 

fa¬ 

ne 

+ 



/l\ 

e 

k 2 

0- 

A 

IX 

I 



n 




E 
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Sometimes the lines would rhyme {by chance?) even when they didn’t need to; for 
example, Browning^ final soimet actually had the scheme 01100110121212. 

Incidentally, the lengthy cantos in Dante's Divine Comedy used an interlocking 


scheme of rhymes in which 1=3 and 3n 


1 


+ 1 = + 3 for n- 1,2, 


49 


35. Every incomplete n-line rhyme scheme U corresponds to a singleton-free partition 
of {1” •. ,n-hl} in which (n+1) is grouped with all of FTs singletons ， [H. W, Becker 

gave an algebraic proof in AMM 48 (1941), 702* Notice that w f n — ^^{^)(-1}^ 

by the principle of inclusion and exclusion, and w n — St we can i n write 

嘗 一 1 in the umbral notation of exercise 23* J_ CX Shallit has suggested extending 

see exercises 38(e) and 33, In fact ， w n k 

1 are not 


m 


Peirce’s triangle by setting 
is the number of partitions of {1” ■ ”n} with the property that 1， ". 
singletons; see H. W* Becker, Bull Amer, Math, Soc + 58 (1954) ， 63*] 



36* exp(e z 



(In general, if is the number of partitions of 


into subsets of allowable sizes si < sg < 

Tin ^nZ n /n\ is expf? 1 / 沒 i! + z g2 /3 2 ! + … 


the exponential generating function 


because (z Sl /si! + z^/sa! + 


4 * 



k 


is the 


exponential generating fimction for partitions into exactly it parts* 

37_ There are ⑵広 possibilities of length n, hence 784^71,966 when n = 14, 

(But Pushkin’s scheme is hard to beat.) 

38, (a) Imagine starting with X 1 X 2 " -x n = 01, " (n™l)，then successively removing 


some element bj and placing it at the left，for j 


2 


n. Then Xk will be the 


feth most recently moved dement，for 1 < A: < ||{6!，，■ see exercise 5,2,3-36- 

Consequently the array xi.,.x n will return to its originat state if and only if b n … bi 

is a restricted growth string, [Robbins and Bolker ， MquaL Math. 22 (1981), 281-282.] 

In other words, let ai " * a n be a restricted growth string. Set b-j j and 

― a n _j for 0 < j < n. Then for 1 < j < define kj by the rule that hj is the kjth 


卜 +1 

distinct element of the sequence bj 



2 


For example，the string ai ... aig 


0123032303456745 corresponds in this way to the a-cycle 6688448628232384, 

(b) Such paths correspond to restricted growth strings with max(ai s _ ? a n ) < m, 

so the answer is {J} + {j + … + 

(c) We may assume that i = 1， because the sequence *. .k n k\ is a cj 圓 cycle 
whenever fcifc 2 * * * fc n is* Thus the answer is the number of restricted growth strings 


with a n ~j-l t namely + { n J 1 } + {;;:} + 

(d) If the answer is f n we must have Yl k (^)/fe 
permutation. Therefore f n 
(exercise 35). 


w 


since a% is the identity 


VJ 


t 


the number of set partitions without singletons 


(e) Again by (a) and (d)u [Consequently w f p mod p — 1 when p is prime,] 

39. Set w ^ £ p+1 to obtain ^ / 0 °° e~ V^ p)/Cp+1? du ^ 

40, We have g(z) — cz—nlnz^ so the saddle point occurs at n/c. The rectangular path 
now has corners at 士 n/e 士 mi/c; and expg(n/c + if) — (e n c n /n n )exp(—t 2 c 2 /(2ri) + 


it 3 c 3 /(3n 2 ) + 


k ■ 



The final result is e n (c/n) n ~ l /^/2wn times 1 + n/12 + 0(n^), 


(Of course we could have obtained this result more quickly by letting w = cz in 
the integral. But the answer given here applies the saddle point method mechanically, 
without attempting to l>e clever. 

41, Again the net result is just to multiply ( 21 ) by c 74 " 1 ; but in this case the left edge 
of the rectangular path is significant instead of the right edge, (Incidentally, when 

c = —1 we cannot derive an analog of ( 22 ) using HankeFs contour when a; is real and 
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positive, because the integral on that path diverge. But with the usual definition of z 


SC 


t 


a suitable path of integration does yield the formula -(cos nx)/r(x) when n 


— X 


> 0 .) 


42. We have § e t2 dz/z n — 0 when n ia even. Otherwise both left and right edges of 
the rectangle with corners 土 yVi /2 土 in contribute approximately 


e 


/2 


2 ir(n/2)^/ 2 



exp 


2i 


2 


(一⑷ 3 2 3/3 ⑻ 4 


oo 



n l" 



_■■■ w b m 


n 



when n is large. We can restrict |t| £ to show that this integral is lo + (/ 4 - |/ 6 )/n 
with relative error 0{n^~ zi2 ) y where I k = e^ 2t2 t k dt. As before, the relative error 


is actually 0(n^ 2 ); we deduce the answer 


i 


e 


/2 


(( n - 1)/2)! ^/2w(n/2) n ^ 2 



12n + 



n odd. 


(The analog of ( 22 ) is (sin 〒 ) 2 /r((:c — 1 )/ 2 ) when n = x > 0.) 
43. Let f(z)^ e^/z n . When 2 = 


itt /2 we have \ f(z)\ 


n^it we have \f(z)\ < en^ n ; when z 


艺 + 27rin + 



< (27m)* n . So the integral Is negligible except on a path 
《 + it; and on that path |/| decreases as \t\ increases from 0 to Already when 

^ ~ n e_1/a we have |/( 2 )|//(《）= 0(exp(-n 2 7(logn) 2 )). And when |tj > 7 T we have 


1/ ⑷ l//(f) < 1/|1 + WS| n - exp(-^ln(l + n 2 /e))- 


44* Set ii 


na2 



in ( 25 ) to obtain 3? j^° exp(n"' 1 / 2 C 3 (-i £) 3/2 + n^ l C 4 {-u) 2 + 

n - 3 "C 5 ( — ti )" 2 + * * *) du/Vna^u where c/t = ( 2 /(( + + (~l)*(Jt - l)!)/j(c! — 


江 k 


This expression leads to 


b t 






2/ 


爪 

k\l fcj! k^l 


3 

4 


C4 




a sum over partitions of 2 i, For example, 61 

45, To get Wn/nl we replace g(z) by e z - (n + 1) In z in the derivation of ( 26 ). 
This change multiplies the integrand i n the previous answer by 1/(1 + it/0, which 
is 1/(1 一 where a — — / 2 /(《 + 1 ) - Thus we get 


h 



J+m 



a 


k c 3 






3 


+2lt2 + 3(fc3 + " !, ™2i 


fei! fej! feg 


itl+Jfe2+*3 + ++ " = 


a sum of p[2l) + p(2l 


1 ) + 




十 〆 0) terms; b[ = |c 4 - 



3 

iaca 




[The 


coefficient b[ was obtained in a different way by L, Moser and M. Wyman, T>ans. 


Royal 



Canada (3) 49, Section 3 (1955), 49-54 3 who were the first to deduce an 


asymptotic series for w n . Their approximation is slightly less accurate than the result 
of ( 26 ) with n changed to n + 1 ， because it doesn’t pass exactly through the saddle 

point. Formula ( 26 } is due to I, J. Good, Ira/jian J. Science and Tech, 4 (1975), 77-83*] 
46* Eqs, ( 13 ) and ( 31 ) show that w n k — (1 - iln) k vo n (l + O(n^M) for fixed k as 


n 



00 . And this approximation also holds when k = n, but 


error 


0 ((logn) 2 /n). 
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47. Steps (HI 


H6) 


performed respectively (1^^；,^ - ■ro- n ._i T i^ n ._i t CT rt _i 


Wn-i — 1) times. The loep in H4 sets j ^― 
times; the loop in H6 sets 卜 +- m a total of ( 
ratio m n ^i/w n ib approximately (Id n)/n t and ( 


1 a total Of W n -2 + + 


■s r 



取 1 


T1 


a — 1) + … + (cti — 1) The 


n 


2 + 


+ Wi)/w n « (\n.nf/n^. 


48. We can easily verify the interchange of summation and integration in 


ews 


F(^ + 1) 



e 


^r £ + 1 


dz 


40* If ^ = Inn ^ In In ^ 4 we 
inversion formula (exercise 4 ； 7-8), 


2?ri 





e 




fe=0 


十 1 


dz 



k=0 


fe! 2ni 



€ 


kz 


oc 


Z 


i + l 


dz 



k z 


k-0 


ki r(x + 1} 




l — e™* ™ ctx r Tberefor-e by Lagrange'S 


I = 



It 


k ■ 




/迟一 

伐爾 


PO ： X> 


Jfc=l 



J 


[f 


k 




j+k 


where /(t) = t/(l — e" 1 ). So the result follows from the handy identity 


z 


m 


oa 


e 





=o 


— n m 


z 


n 


(m — l)(m « 2) … (m ■- n) 


(This identity should be interpreted carefully when n > m; the coeflR^ient of z n is a 
polynomial in m of degree n, as explained in CJVfatjfi equation (7.59)0 

The formola in this exercise is due to L, Comtet, Comptes Rendus Ad ScL 
(A) 270 (Paris, 1970)! 1065-1088, who identified the coefficients previously computed 
by N. G, de Bmijn, Asymptotic Afetiiodfs fn Analysis (1958) t 25™ 2S,. Convergence for 
n > e was shown by Jeffrey, Corless, Hare, and Knaith 1 Com pies Rendus Acad, ScL (1) 
320 (1995)* 1449-1452! who al&o derived! a formula that converges somewhat faster. 


(The equation 


n has complex roots as well We can obtain them all by 


using Inn + 2wim in place of \nn in the formula of this ^xeftise; the mm converges 
rapidly when m ^ 0. See Cor less, Gonpet-! Hare, Jeffrey, and Advances in 

CompmuiomI M^th, 5 (1996), 347- 350 ) 

50* L^t ( = Then Ci. n ) = and tlie Taylor series 


咖 + 齡 ) 




K + 气 O) + 


j r ■ 


be shown to converge for \k\ < n + 1/e. 

Indeed，much more i& true, because the function ^(n) = —T(—n) is obtained from 
the tree function T(z) by analytic continuation to the negative real iucb. (The tree 


function has a quadratic singularity at z 


e 


after going ajcjimd this singularity 


The 


we eticounter & logarithmic singuJarity at ^ - 0 f as part of an inleresting multi-level 

Ricmann surface on which the quadratic singularity appears only at level 0-) 
derivatives of the tree function satisfy ⑷ ㈤ =i2(^)^pjt(jR(^}), where R{z) 

’ T(z)) and pt(x) is the polynomial of degree k — 1 defined by (x) 

(1 + 3f) 2 pt{i , ) + jt(2 + For example t 


pi(x) = I ? pa(x) = 2 + x, p3(a0 = 9 + IOx + 3«r 2 t p 4 ( 忠 ） = 64 + 113^ + 70 工 



15 怎 


a 
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8(T 2 + 7a - 1 

12^(2<7 + l) 3 


In particular, Stirling s approximation and the 63 term yield 




打 n/2f - 1/4 


+ } _V3 


119 

1152 


n 


7933 — 3/2 - 2 、、 

414720^ + ° {n } ) 


after we plug in the formula for a — a result substantially more accurate than equation 

5 + l- 4 -( 53 )，and obtained with considerably less labor* 

52* Let G(z) — Pr(X = k)z h ^ so that the jth curoulant Kj is j! [t^J In(?(€*), In 
case (a) we have G(z) — e e ^" € ^; hence 


In <3(^^) = e^ c — ^ 






JfcC 


k 


k 


kV 




e 



k 


k 

m 

3 




Case (b) is sort of a dual situation: Here k 



G(z) 


一 1 


e 


# 1 



■ z 


k 


kl 


€ 



tuj [j / 0 ] because 

e^y 




e 




I In case (a) we have Kj = ew [j ^ 0 ]* But if ^e € — n in that case，the 


mean is ki — n and the variance a 2 is + l)ru Thus，the formula in exercise 45 states 
that the mean value n occurs with approximate probability l/y2^a and relative error 
0 (l/n), This observation leads to another way to prove that formuIaJ 


(The coefficients of pk(x) ， incidentally，enumerate certain phylogenetic trees called 
Greg trees: [a? J ]pfc(a:) is the number of oriented trees with j unlabeled nodes and 
k labeled nodes, where leaves must be labeled and unlabeled nodes must have at 
least two children. See J, Felsenstein，Systematic Zoology 27 (1978) T 27™33; L, R, 
Foulds and ft W. Robinson, Lecture Notes in Matk 829 (1980)» 110-126; C. Flight T 
Manuscripts 34 (1990) ， 122-128*) If f*(x) = pk(—x) 7 we can prove by induction that 

(-ir q { k m) (x)> 0 iov 0 < x < L Therefore qk(3o) decreases monotonically from k k ~ l 


to (k 


1)! as x goes from 0 to l s far all k,m > L It follows that 


《(n + i) 




kx f kx\ 2 q 2 {x) 


n 





n 


2! 



kxX^qsix) 


n 


3! 


x 



€+1 ， 


where the partial sums alternately overshoot and undershoot the correct value if Jfc > 0 . 

1 —cr« Integration on a 


51. There are two saddle points, a = ^/i p i+ 5 / 4 — 1/2 and a — 

rectangular path with corners at 士 im and ex’ 士 im shows that only cr is relevant as n -4 
oo (although contributes a relative error of roughly e 一 which can be significant 

(n + l)ln; 


when n is small)* Arguing almost as in ( 25 ), but with g(z) 
we find that t n is well approximated by 


+ ?/2 


n! 





e 


穿 (j)—a3t 2 +a3*t 3 +"_+ < i|(-rt) i + 0 (n( f + 1 h - ( J 






(T + 


ka k 


1 



k 


2 



The integral expands as in exercise 


nl e 


(n+^)/2 


2a n+1 y/ira2 


(I + 61 + 石 2 + ， • ， + b m + 0(n 





This time cjt = (ff + l )^ 1 


k 




l/(2cr))~ k ^/k for A: > 3, hence (2a + I) 3 ^cr fc 6 fc is a 


polynomial in cr of degree 2k; for example. 


一一 

2 C 3 

5 - 6 

II 1 

i 

C 4 

3 114 
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53, We can write lnG(e e ) 


fxt + Hr ^3^/3! Hr 


as in Eq, 1 , 2 , 10 -( 23 }，and 


there is a positive constant S such that < cr 2 t 2 /6 when \t\ < 5, Hence, if 

0 < € < 1 / 2 , we can prove that 






)G(zT 




2?r 



霄 


G(e^) n dt 

e ii(*ift + r) 


2tt 



*1/2 


-i/a 


exp 




irt 


Wn 


2 


+ 0 (n 3 ^ 1/2 )) dl + 0(e 


—cn 


as n do, for some constant c > 0; The integrand for < |^| < S is bounded in 

absolute value by exp (- c 2 n 2 e /3); and when S < \t\ < n its magnitude is at most a n , 

where a — max \G{e lt )\ is less than 1 because the individual terms pte ku don’t all lie 
on a straight Hue by our assumption. Thus 


max\G(e lt )\ is less than 1 because the individual terms pke kxi don’t al】lie 


[ 2 M 命 ] G{z) 


HI 



2?r 



exp 


irt 


a 


V 

飞 


n 


+ 


0(n 3 ^ l/2 )^dt + 0(e- cn 


2 見 


2tt 



a 2 n 


exp 





IT 


T 




a 2 n 


2ff 2 Tl 


+ 0(^ 


— 1/2 


dt + 0(e 


2 f 


e 


-r 2 /( 2 ir 2 n) 




+ 0(n 




)■ 


By taking account of K 3 , ^4 


， ■ in a similar way we can refine the estimate to 0 (n 


m 


for arbitrarily large m; thus the result is valid also for e 


0 , [In fact, such refinements 


lead to the “Edgeworth expansion 


according to which [z^* n+r ] G(z) n is asymptotic to 


€ 


-r 2 /(2^ 2 n) 

mm ■严 I 

ay/2im 


E 


{-l) s (2Um)^ 


a 4l ^ 2m ^ 2s 2 g sl 


2s _2(+m 

■ 1 ■T" 




\ kl (K A 


n l+ 


fc 1 + 2 fc 2 + 3 fc 3 + -= 

^ 1 f ^ 21 ^3 p ■* + *■ 〉 0 

0<><i+m/2 


fciUt 2 ! 


3! 


4! 


the absolute error is 0 {n =p ^) 1 where the constant hidden in the O depends only on p 


and G but not on r or n, if we restrict the sum to cases with m 〈 p 


■ For example, 


when p 


3 we get 


[z^ r ]G(z) n 


€ 


a 


l2 /(2<t 2 n) 


y/2itn 


K 3 




2t7 4 




+ 




r 


6 <j 6 \ n 2 



+ 0 


. 

n 3 " 


and there are seven more terms when p 


4, Se« R L, Chebjshev, Zapiski Imp, AJtad. 


Nauk 55 (1887 )， No. 6 ， 1-16; Acta Math, 14 (1890) ， 305-315; F + Y. Edgeworth, 

TVans, Cam bridge PhiL Soc. 20 (1905), 36-65 ， 113-141; H. Cramer, Skandinavi 呂 k 

Aktuarietidsskrift 11 (1928) ， 13-74, 141-180.] 


54* Formula ( 40 ) is equivalent to a 


s cotli s 5 ^ /3 




s coth js 


5. 


55. Let c 


The Newtonian iteration 


u. 


^ 0k+t = (1 




0k)ce dk /(l 




ce^ $k ) 


rises rapidly to the correct value, unless a is extremely dose to 1 * For example, 0? 


differs from In 2 by less than 10 一 75 when a 


Ln4, 


56, (a) By induction on n, / n+1 ) ( 之 ) 




M) 




1 ) 对 1 


ot(e z 


1 




n! 

i+i 
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(b) EU(> ka /nl = ^ 

< 1 ： 


* A 


， / 0 1 exp(Lni + 

， / 0 1 exp{(ui + 


+ tinja) du\ * * *dtx 


■ i° * 


+ U n )^)dUi 


» ■- 


.du n 




(e^-l) n /a n . 


The lower bound is siniUar，since + 


4 - -fei B 


+ U n \ > til + 


* * « 


+ tin 


(c) Thus n! ( 1 —^/a) < ( 一 (t?) < 0 , and we need only verify that 




0/ot < 


2(1 


0 )，namely that 2a_ < o + But a/3 < 


and a + /3 > 2, by exercise 54. 


57 、 (a) n + 1 


m 


(n+lKl 




I/a) < (n + 1)(1 - ^/a) 


(n + t)a/a < 2N as in 


answer 56(c)* (b) The quantity a + a/3 increases as a increases» because its derivative 


with respect to o is 1 + j 8 + jS(l 


^)/(i 




0) 


(i 


响 /(i 




+ 0 > 0. Therefore 


/3 <2(1 


i/«). 


58* (a) The derivative of |#+“ 




1)( 广“ 


1 )/(<j 2 -j- 1 2 ) with 


respect to t is (cr 2 + t 2 ) sin t 


i(2sin|) 2 




(2sinh |) 2 ^ times a positive function. This 


derivative is always negative for 0 < t < 2 tt, because it is less than t 2 sin ^£( 2 sin |) 2 


8 u sin u cos ti(u 


tan u) where t — 2u, 


Let s 


2 sinh I, When a > and 2?r < ^ < 4 tt, the derivative is still negative ， 


because we have t < 4 x < e 2 


^ 2 /(2ir} < 


cr 2 /t* Similarly, when a > 2 tt the 


derivative remains negative for 4n < t < 168 霄 ； the proof gets easier and easier* 


(b) Let t 


ua/y/N, Then ( 41 ) and ( 42 ) prove that 



e 




dt 


e 


a 


-i) 1 





N 


U 


exp 




N € 



,{-iufas 

+ ； yl/2 十 


]y 1/2=1 + 


0(N (l+1} ^ (l ^ 1)/2 )^du, 


where (1 


■■■■ ■ 


/ 3 )a* is a polynomifid of degree k 


1 in a and 卢 ， with 0 < afc < 2/k. (For 


example, 6 as 




(2-0(a + /3))/(\ 


/?) and 24a4 




(6 - 0(a 2 +4a0 + 0 2 )) 八 1 


m 


The mono tonicity of the integrand shows that the integral over the rest of the range is 


negligible* Now trade tails, extend the integral over —00 < ii < 00 , and 


[IK« 


the formula 


of answer 44 with Ck 




2 kj ^ 2 ak to define 61 , 62 , 


(c) We will prove that je^ 




ira n+ V((^ 


l) m ]zP +1 ) is exponentially small on 


those three paths, Her < 1, this quantity is less than l/(27r) n 


+1 


(because，for example, 


e 


CT 


> a). If (7 > 1, we have a < 2)z| and | 

59 , In this extreme case, a = 1 + n " 1 and $ — l - n -1 4 - |n " 2 + 0 (n" 3 ); hence N — 
1 + |n _1 Ofn" 2 )* The leading term 0~ n /y/2iTN is e/v/^r times 1 — ^n "" 1 + 0 (n _2 }» 

(Notice that e/v^r ^ 1.0844*) The quantity ak in answer 58(b) turns out to be 

1 /Jfe + 0(n^ 1 ), So the correction terms, to first order, are 




L 


1 + n 


-i 




n 


-i 


bj 

w 


exp 


Z 



2hZ 


2h 


2fc(2fc — 1) 


+ O 



n 




namely the terms in the (divergent) series corresponding to Stirling’s approximation 


e 


1 ! 






( 


12 288 



139 

51840 


571 


2488320 


) 


60* (a) The number of m-ary strings of length n in which aU m digits appear is m! 


and the incIiision-exclusion principle expresses this quantity as (^)m n — (?) (爪 


ir+ 


Now see exercise 7,2*1,4-37* 


• •- 
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(b) We have (m — l) n /(m — 1 )! = (m n /m!)mexp(nln(l — l/m)) t and In(l — 1 /m) 
is less than 

(c) In this case a > and = ore _Q e^ < ae 1 '。- Therefore 1 < {l~0/a) m ^ n < 

exp(nO(e _a )); and 1 > > exp(-nO(e _a ))* So ( 45 ) becomes 

(m n /m!)(l + 0{n~ l ) + 0 (ne -nf })* 

61. Now a = 1 + ^ + 0(n 2e ~ 2 ) and /3 = 1 - ^ + 0{n a< ^ 2 ). Thus iV = r + 卜”， 

and the case ! = 0 of Eq. ( 43 ) reduces to 


n 




e 


r 


r r \/ 2irr 


l+0{n 2( - l ) + o(i)). 


(This approximation meshes well with identities such as { 打二 ^} - (") { 二 } 
2 (:) + ("H indeed, we have 





as n -4 00 


when r is constant^ according to formulas { 6 . 42 ) and ( 6 , 43 ) of CMath .) 

62. The assertion is true for 1 < n < 10000 (with m = L〆— 1 」 in 5648 of those 
cases)* E. R. Canfield and C, Pomerance^ in a paper that nicety surveys previous work 
on related problems, have shown that the statement holds for all sufficiently large n, 
and that the maximum occurs in both cases only if mod 1 is extremely close to 

[/ntegers 2 (2002), Al, 1-13- 
63# (a) The result holds when pi = … =p n 




p f because ak 



k 


< (n — fi)/(n + 1 — /i) < L It is also true by induction when p n = 0 or L 


(卜 

For the general case, consider the mini mum of ak — ojt_i over all choices of (p\ 
with pi + 

thftt ci 知一 ciji{ 


(A/(n+l_A:)) x 


+ Pn 


， Pn ) 

^L ： If 0 < pi < pa < 1 ^ let pi = 5 and = 仍 + 占 ， and notice 


ajt^i + S(p\ ^)o for some a depending only on p 3 


Pn - 
0 


At a mimmuin point we must have a = 0; thus we can choose S m that either jp^ 
or p 2 —l^ The minimum can therefore be achieved when all pj have one of three values 

{ 0 , l t p}- But we have proved that a* ™ ait-i > 0 in such cases. 

(b) Changing each pj to 1 - pj changes #i to n - p and ajt to 

(c) No roots of f{x) are positive. Hence /(z)//(l) has the form in (a) and (b)* 

(d) Let C(f) be the number of sign changes in the sequence of coefficients of /; 
we want to show that C((l — x) 2 /) = 2, In fact, C((l — x) m /) = m for all m > 0, 


For C((l 


疋 r) 


■曙 ■■ _ j 

m，and C((a + bx)f) < C(f) when a and 6 are positive; hence 


C((l — x) m f) < m- And if f[x) is any nonzero polynomial whatsoever, C((l — x)f) > 


C(f); hence C((l 


x) m f) > m. 


(e) SinceUP = - a ? (尤 + 1 ). ■ ■ (a: + n— 1 ), part (c) applies directly with /i = if. 

And for the polynomials fn{x) — Ylk we can use part (c) with ^ = ru n+ i/w n — l, 

if fn(x) has n real roots. The latter statement follows by induction because / n+ i(x)= 
x(f n (x) + fn {^)) ： If a > 0 and if f{x) has n real roots, so does the function g(x ) — 
e asi f(x). And g(x) — ► 0 as x —► —oo; hence g(x) — e ax (af(x) + f (a:)) also has n real 
roots (namely, one at the far left ? and n — l between the roots of g{x)). 

[See E. Laguerre, J. de Mati. (3) 9 (1883} ， 99-146; W. HoeffdiEg, Annals Math. 
Stat. 2 T (1956) 、 713-721; J, N‘ Dairoch ，AnnsJs Math. Stat 35 (1964), 1317-1321; 


J.. Pitman ， J. Combm^torial Theory ATT (1997) f 297-303 」 

64« We need only use computer algebra to subtract Intsjn from 
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65* It is tu " 1 times the number of occurrences of fc-blocks plus the number of occur 
rences of ordered pairs of i-blocks in the list nf all s^t partitions* namely ((:) 思 n _jfc 



⑵ ( n f ” w n ， 2 A?)/ 眾 n，minus the square of ( 49 }. Asymptotically, (^/A!)(l + 0(n 4e_1 )}, 

66. (The maximum of ( 48 ) when n — 100 is achieved for the partitions 7 1 5 2 5 4 4 6 3 T 2 6 1 4 
and 7 1 6 2 5 4 4 6 3 & 2 5 1 3 .) 


6 T* The expected value of M k is n 7 n+ fc/w n * By ( 50 )，the mean is therefore w n ^i/^n 
n/C + 《 /( 2 (f + l) 2 ) + 0 (n— r )，and the variance is 




+ 1 



2 

n 



⑽ + 1 ) 

«+i) 2 n 




te+i) 


+0 


n 


n 


2 



n 




+ 0 ( 1 ) 


68 p The maximum number of nonzero components in all parts of a partition is n 




ni + " ， + n m - it occurs if and only if all component parts are 0 or 1. The maximum 
level is also equal to n, 

69* At the beginning of step M3 f if fc > b and l 
and (vj — l){r — I、 < ttj, go to M6 instead of decreasing v 

(CH: 



1 ， go to M 5 . In step M5^ if j — a 


J- 


-2 





+ I ， since 匕 =^| contain the block {0, … ” 0, 1} with k 0s, 


The total, also known as p(n — 1 T 1 ), is p(n 




1} + 


+ P(l) + P(G), 


(b) Exactly AT 



】} + {::■} of the r-block partitions of { 1 ”“，n —l ， n} are the 


T 


same if we interchange n —1 o n. So the answer is N+^({^}—N) — ♦({:}+#)，which 
is also the number of restricted growth strings ai,. + a n with max(ai 1 ■■” a 


and 



< 



And the total is + w n -\ 4 - 口 n -2 


71. [|(ni + 1 ) … (n m + 1 )— |j, because there are (rii + 1 ) … （ n m + 1 ) — 2 compositions 
into two parts, and half of those compositions fail to be in lexicographic order unless 

all rij are even- (See exercise 7,2:1.4-31, Formulas for up to 5 parts have been worked 
out by E. M. Wright, Proc. London Math. Sac. (3) 11 (1961) ， 499 - 510'} 

72. Yes, The following algorithm computes Ojjt — p{j } k) for 0 < j,k < n in 0(n 4 ) 
steps: Start with Ojjt 



1 for all i and k. Then for l 





1 ， 


n and 



k 



(in any order), if i + m > 1 set ajk 
, n (in increasing order) t 


^•jk 



a U-i){k-m) for j 


o, 

n and 


(See Table A-l- A similar method computes p(ni 


n m ) in 0 (?! 】 … n m ) 2 steps. 


Cheema and Motzkin, in the cited paper t have derived the recurrence relation 


nip(n 


i 





kip{ni — feii， + * - ， 71 




=1 Al ，… ■pAfyn 


but this interesting formula is helpful for computation only in certain cases 



Table A-1 

MULTIPARTITION NUMBERS 


0 123 


4 


5 


6 


n 


0 



3 


4 


p(Q,n) 112 3 


5 


7 11 


P(0,n) 1 2 9 


66 

249 


712 

3274 



10457 

56135 


p(l,n) 1 2 4 7 12 19 30 P{l,n) 1 4 26 

p(2, n) 2 4 9 16 29 47 77 P( 2 ,n) 2 11 92 1075 J 16601 325269 

p( 3 ,n) 3 7 16 31 5 T 97 162 P{3, n) 5 36 371 5133 91226 2014321 

p(4 } n) 5 12 29 57 109 189 323 P(4,n) 15 135 1663 26683 537813 13241402 

p( 5 ,n) 7 19 47 97 189 339 589 P(5 Sl n) 52 566 8155 149410 3376696 91914202 
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k + 





P(m + l,n) 


Labelle proved, as a special case of much more general results, that the number of 
partitions of 1” ■ ” n, n} into exactly r blocks is 


n 


a 一 : 欠 2 (e E -l)/2 


r ni 

x 2 e 

I I 


8 11 'J 1 

E 

釦 =o 


e 


k{k^l)/2 




k\ 


75 - The saddle point method yields Ce AnV3+Bnl/ 、 n 奶 where A 




3<(3) 2 ^, B 




7r 2 C(3)^ 1 ^ 3 /2 t and C 




(⑶ i 9 / 3 s ( 27 r )- 5 / fi 3 - i /2 exp ^/ 3 + B 2 /4 + ^( 2 ) / { 27 r 2 } 


7/12) 


_ 


[F, C, Auluck, Ptqc. Cambridge Philos. Soc. 49 (1953), 72-83; E. M. Wright，American 
J, Math. 80 (1958), 643HS58.} 

76* Using the fact that p(ni ， na, « 3 ,… 2 p(ni + rt 2 , tia， … ），hence P(m + 2 3 n) > 


P( 



n + 1)，one can prove by induction that P{m } n + 1) > (m + n + l)P(m % n). Thus 


2P(m,n) < P(m + 2^ n - 1) + P(m + 1, n 


1 ) + ePim^n 


A 


Iterating this inequality shows that 2 n P(Q\n) 




(w 2 + tu) n + 0(n(m 2 + w) 


(nw2 


i +G7an)(1 +0((log n) 3 /n)), (A more precise asymptotic formula can be obtained 


from the generating function in the answer to exercise 75- 


78, 333321000 

100022320 

221002102 

210220013 


(because the encoded partitions 

must all be (000000000)) 


79, There are 432 such cycles. But they yield only 304 different cycles of set partitions ， 
since different cycles might describe the same sequence of partitions. For example, 
(0G0012022332321) and (000012022112123) are partitionwiae equivalent- 


00 





OO & 

^ 2* kl 

Jfe=0 


The sequence P(0 ， n) was first investigated by E* K, Lloyd, Proc, C 


bridge Phihs^ 


Soc, 103 (1988) ， 277-284, and by G* Labelle, Discrete Math, 217 (2000), 237-248, who 
computed it by completely different methods. Exercise 70(b) showed that P(m, 1) - 
(tOm + tUm+i + ti7 m +2)/2; in general F(m ， n) can be written m the umbral notation 
w^qniw)^ where q n {^) is a polynomial of degree 2n delned by the generating function 


E^Lo9n(x)jj7n! 




exp((e z + (x + x 2 )z — 1)/2) - Thus, by exercise 31, 


This recurrence can be proved by considering what happens when we replace a pair 
of z’s in the multiset for P(m^n + 1} by two distinct elements x and z' We get 
2P{m^n + 1) partitions, representing P[m + 2,n), except in the P(m + l^n) 
where x and x’ belong to the same block，or in (:)P(m，n — A) c_ : ' 

containing a: and x r are identical and have k additional elements. 


es 


where the blocks 


Notes; See Table A-l* Another recurrence, less useful for computation, is 


73. Yes, Let P(m } n) = p(l，" ” 1 ， 2” ■ • ， 2) when there are m Is and n 2s; then 


PM) 


tu 


and we can use the recurrence 


2 F(m f n + I) 




P{m + 2 ， n) + P(m + l ， n) + 





Kjii 


I 

f 

P(J 

\ — / 
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80. [See F, Chung, P> Diaconis, and R. Graham^ Discrete Mathematics 110 (1992)* 
52-55.] Construct a digraph with m n ^i vertices and m n arcs; each restricted growth 
string ai “ • a n defines an arc from vertex ai ". a n -i to vertex p{a 2 " • where p is 

the function of exercise 4* (For example, arc 01001213 runs from 0100121 to 0110203,) 
Every universal cycle defines an Eulerian trail in this digraph; conversely^ every Eulerian 
trail can be used to define one or more universal sequences of restricted growth on the 


elements {0,1 


n 




1} + 


An Eulerian trail exists by the method of Section 2,3.4.2, if we let the last exit 
from every nonzero vertex ai be through arc ai ■… a n _i<i n =i. The sequence 

might not be cyclic, however; For example, no universal cycle exists when n < 4; and 
when n = 4 the universal sequence 000012030110X00222 defines a cycle of set partitions 


that does not correspond to any universal cycle. 

The existence of a cycle can be proved for n > 6 if we start with an Eulerian 
trail that begins 0 n xyx n u^ nodd ^ fof some distinct elements u, x, y}. 

This pattern is possible if we alter the last exit of ■知 from 0 fc " 3 


121 




to 


0 


k 


1 121 Tl-3 " fc 2 for 2 < < rt—and let the last exits of 0121 


4 


and 01 


3 


t i vely 010 


arid 0 


3 


2 be respec- 


10, Now if we choose numbers of the cycle backwards, thereby 


determining u and v, we can let x and y be the smallest elements distinct from 

We can conclude in fact that the number of universal cycles having this extremely 
special type is huge — at least 


(n (* ! 




*0)( 


^/((n 




l)!(n 



3 3 2ft — 5 


2 2 ), 


when n > 6, 


5. 


Yet none of them are known to be readily decodable* See below for the case n 

81. Noting that ws = 52^ we use a universal cycle for {l,2,3,4 T 5} in which the 
elements are 13 clubs, 13 diamonds, 13 hearts，12 spELdes > and a joker. One such cycle, 

found by trial and error using Eulerian trails bs in the previous answer, is 


口 ■It— 1 


as a last 


(In fact，there are essentially 114,056 such cycles if we branch to a* 

resort and if we introduce the joker as soon as possible.) The trick still works with 


probability 


47 

52 


if we call the joker a spade. 


82* There are 13644 solutions, although this number reduces to 1981 if we regard 


m im 


The smallest common sum is 5/2, and the largest is 25/2; the remarkable solution 


围 m_ 


m_+i 



+ 




is one of only two essentially distinct ways to get the common sum 118/15 


[This 


problem was posed by B. A. Kordemsky in Ma tematicheskma Smeksdka (1954); it is 
number 78 in the English translation t The Moscow Puzzles (1972).] 
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译者序 


金秋华夏喜频传，神舟太空威尽现。在结束了第1卷第 i 册的翻译工作之后, 
我又立即投人了髙德纳的第4卷第2、3册（现在已出版的即是这两册）的翻译1:作， 
时间也从炎崽进人盛秋，而金秋时节的和风丽日1加上华夏大地颊颊传來的喜讯， 
给我的工作带来了强大的动力。 

高德纳的这部 R 著，始于〗968年， MR 很快，他就把前三卷完成/。人们原 

来以为，接下来出版的自然应该是第4卷了，然后顺 理成章 的是第5卷、第6卷，直 

到第7卷。然而，事实井推如此。近 4 0年过去了，他对第1卷做过多次修改并再版。 

第 3 卷，也都分別至少做广一次修改并再版，而且如他所宣称的那样，每次修 

改，+论是哪一卷，都涉及几乎所有页面。工作量之大，作者为此付出之时心, 

实在令人叹为观止在此期间，他又发表了大量的论著，特別是完成了 
METAFONT ^ PT e X , 为计算机排版技术做出巨大贡献。完成了著名的《公理与外 

壳》和《具体数学》等著述。但是对十第4卷，却迟迟未闻有任何信息。只是后来 
才听说，第4卷将分为三个分卷出版，但也未见任何一卷问世。直到此前，人们才 
终于见到我现在译出的这第2册和第3册。至于后边还有多少分册，仍不得而知 6 
因此，它的出场，真可谓是“犹抱琵琶半遮而”了。 

但是，也正因为是经过几十年才出来的东西，因此它就不冋凡响 T 是名副其 
实的专著和经典之作。作者在前言写道：“我怀着非常喜悦的心情来写这部分内容， 
就像许多年前写第2卷时我感觉到的激动那样，如同在第2卷中那样，在那里我高 
兴地看到，初等槪率论和数论的基本原理很3然地出现在关于随机数生成和算术 
运算的研究中 . 而在准备 7 . 2.1 节的过程屮我了解到，当我们研究组合生成的算法 
时，初等组合学的基本原理也 S 然地出现，并且具有髙度启发性/他感到，这电 
有着许多美丽的故事，等待他来讲述。 

他说的确实是真的.我想，在这方面，至少有三个方面值得我们从中学； 
我们不仅要学习其中的这些内容，还要学习作者的治学精神。 

L 首先是关于生成基本的组合模式的问题 . 

乍一看去，无论是生成所有《元组，还是生成排列，这些都不过是很简单的问 
题，并没有什么髙深的理论，一说谁都知道，属 Tti 经解决广的问题，无什么 
遗留问题需要研究。然而，经过作者点拨，才发现事实上问题绝非我们所想像的 
那么简单.作者在提出对于这个问题的研究动机时指出，没有 * 个聪明人愿意通 
过以几千张纸来打印出{0, 1, 9} 的所有10!=3 628 800个排列的清单，甚至也 

没有人愿意在一个计算机文件中把它们全写出来。但是，我们需要的是，当确实 
用得着它们时，在頃刻之间就以某种数据结构把它们提供出来，使得一个程序可 
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以一次一个地来考察每个排列。正是出于这个 R 的，人们就还要考虑这样一个问 
题。而且就这 - 点而言，它确实是远未解决的问题， 

作者在研究中所体现的严谨性表现在，不仅考虑二进制，还考虑十进制和混 
合进制；不仅考虑集合的元素，还考虑集合的子集、多重集合等 4 因此，它就体 

现为既有问题的深度，又有问题的广度。 


2. 关于组合模式间一些问题的关系 

前边所说的深度，指的是如何以最快速度和最少内存访问来生成所需元组或 
排列。这样一个问题，竟是同图抡有关，同哈密顿通路或循环有关，也同树形的 
遍历有关。因而作者在这里向我(〖]揭示 r 这种关系，使我们懂得原来组合模式的 
问题还有这种背景，或者说可以从那些问题的求解中获得解决问题的理抡基础。 

记得儿十年前当人工智能在我国掀起一股热潮时，一些人曾经从人 r 智能的 
角度研究过九链环（又称九龙环 ） 的问题 & 然而，就译者所知，并没有任何一个 
中国学者，深人地去研究九链环问题的历史以及它的发展过程，更没有人去探讨 
它和其他问题的联系 a 但在这本书里，作者告诉我们，早在1872年法国人刘易 



格罗斯在一本题为《步行 理论》 的小册子屮 


就揭示了九链环同 


进制数之 



间的关系，比如我们以0表示环与杆分离的状态， 而以 1表示环在杆上的状态， 
原来环锁在杆上的状态就是9个 t 的状态 . 问题是要通过从右边开始（或从左边开 


始）， 每次改换一位，最终使9个1变成为9个0。因此作者说，格罗斯才是格雷二进 
制码真正的发明者，也是九链环问题真正透彻的最初研究者。 

所以，我们对于几卜年前在我国人工智能学界曾经有过的研究九链环的 热潮， 
不得不作一些反思，那就是我们对于问题的研究，是否确实应更着重于深度和广 

度。 为什么不是我们，而是外国人来发现原本是我们提出的问题的理论基础，从 
_对它给出真正的解呢？ 


髙德纳还列举了组合模式生成与欧洲教堂的洪钟鸣响模式的联系，掲示了各 
种钟鸣模式与生成排列的关系，这间样给人以巨大的启示。 


3- 关于组合模式同字母算术或密码数学的关系 

在国外，有些人或者生来就喜欢标新立异、独出心裁，或者 W 闲情逸致来这 
样做9因而很争以前就有人提出字母算术的槪念。如亨利 • 厄思尼斯特 ■ 达德尼 
在1924年就提出这样一个著名 问题： 如果每个字母代表着不冏的十进制数字，问 
要便 

SEND 

+ MORE _ 

MONEY 

表示-个正确的求和，则每个字母应当分别表示什么数？ 

这看似纯粹游戏的题却引发了人们的思考。假若要传送的是数字信息， 
用字母来对它们加密，这不就成了密码 了吗？ 因而在!931年，西蒙*瓦特利宽特 
就给它起了另一个名称“密码数学' 
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在他们的开创下，字母算术或密码数学就蓬勃发展起来。开头，人们关注于 
具有惟一解的问题。而后，人们开始考虑它们能有的各种解，乃至研究它有多少 
解.有惟一解的情况，称为纯的字母算术或纯的密码 数学。 而有的问题，不仅是 
字 母上有意义，而且以数值解代人后仍正确。例如 

VIOLIN + VIOLIN + VlOLA = TRIO+SUNATA 

(小 提琴 + 小提琴 + 中提琴 =三重合奏） 

ZEROES + ONES = BINARY 

(诸0+诸1=二进制） 

COUPLE + COUPLE^QUARTET 

(两个+两个=四个） 

等等这些通过加法给出的字母算木，称为加法性字母算术。还可以有乘法性字 
母算术，例如 

TWO x TWO=SQUARE 

PI x R x R=AREA 

等等。依照这些问题，我们也可以提出，如何代入数字，使 

„ 工业化+农业化+科学化=现代化 

和 


立党为公+ 执政为为人 K 服务 


以及 

史:快 x 更卨 x 更强=奥林匹克精神 

成立？ 

除了 字母算 术外，也还有像在0与9这些数字之间，如何加上适当的加减乘除 
号，使得结果成为一 个数， moo , 在这方面的研究，不仅仅在丁给出正确答案、 
还要研究它们可以有多少个解，如对 T 123456789, 可以有12种方法来插人+和-， 
使其和为 100，如 100= 1+23 - 4 + 5 + 6 + 7 8 - 9=123 - 45 - 67 + 89= - ] +2 - 

3+4+5+6+78+9,又如，在 12345678987654321 中，插人+和-的一个方式为 100= 
-1234^5 - 6+7898 - 7 - 6543 -2-1. 


为了鼓励这方面的研究， 国外 出版了多种杂志，出版的专门书籍也不少.我 

们所知道的杂志就有人 Recreational Math (娱乐数学杂志 h Recreational Math , 

Magazine (娱乐数学期刊）等。这样，也就使这方面的研究长盛不衰，一直延续 

下来。它也推动了人们特别是青少年对于科学的兴趣和追求。 

我们说，现代化的科学技术源自于基础理沦。有了基础理抡的深厚功底和深 

刻探索，才带来了现代科学技术的发展。最雄辩的例子是爱因斯坦的理论，乃是 
现代科学技术用之不竭的思想源泉。有一项研究表明，现代科学技术中直接利用 
爱因斯坦的理论成果的就达2300多项 & 因此我们可以斩钉截铁地说，没有基础数 
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学的研究成果，也就没有今天的计算机科学和经济学等的珲煌成果。 我国 今天取 
得的航天领域的成就，也是我们在基础理论和综合科学技术方面的成就。然而， 
在我国仍然存在忽视基础理论研究的倾向，或者更确切地说，我们在基础理论研 
究上的投入和从事这方面研究的人数，同我们这样一个大国，是不大相称的。为 
了我国今后科学的持续发展，特别是为 r 使我国争日成为不仅是经济强国、军事 
强国，更是科学强国，我们希望上至党中央闺务院，下至各地方党委政府，还有 
我国人民，都能从振兴中华，从民族的未来发展上重视这个问题 & 如果我们能引 
导青少年一代，首先重视自己的思想、素质的成长，然后是去专注干包栝娱乐数 
学、娱乐物理这种难题的研究，从而激发对科学本身的兴趣，时不是沉溺于网 h 
那些无聊的活动，那我们民族的科学素质就会大为改观。而到那时，科学大家的 
出现，诺贝尔奖、图灵奖的获得，都是指日可待的。 

因此*我想，我们出版高德纳 的书， 其深远意义也应包括这些，而不仅仅在 
于计算机的那些算法本身上。 

我们等待着祖国科学辉煌的明天。 

译者 

2006年2月于广西梧州 


前 


m 


在我的第1版的前 言中， 

■ 

我请求读者不要去注意 错误， 
我现在希望我不曾这样做， 
而对于忽略我请求的少数读者我谨致谢意。 

— —施图:£ 特. 苏德兰德 ， The International Dictionary of Psychology (1996) 

本册是《计算机程序设计艺术第4卷组合算法》的第3册，如同在第1卷第1册 
的前言中所说明的那样， 我 以这种预备形式来传 播这个 材料，因为我知道，完成 
第4卷的任务将花费许多年。我急不可待地让人们开始来读迄今我已写成的材料， 
井且提供有价值的 反馈。 

从整卷的情况来看，这一册包含关于组合査找的这一冗长一章的 7.2.1.3 节、 
7+2,1,4节和 7.2 丄5节。假设我能维持自己的健康状态，第 7 章将最终归入三卷中(即 
卷 4 A 、4 B 和 4 C ) & 它将以关于图论的一个简短复习开始，并 a 强调在斯坦福图库 
中一些重要图形的某些要点，从这出发我将引出许多例子。 然后是7 A 笮 、它涉及 
按位操作并讨论有关布尔函数的一些算法 & 12节是关于生成所有可能性的， 而且 
它由711节 “生 成基本的组合 模式" 开始 a 关于生成 n 元组的各种有用方法的细节 
在 7+2 JJ 节中，而在7 .2 丄2节中讨论排列的生成.这就设置了本册的主要内容的框 
架，目卩7,2丄3节(把这些思想推广到一次从《个事物中取 f 个组合)； 7,2丄 4 节(关于一 
个整数的分划)；以及 7.2 J .5 节(关于一个集合的分划），然后是在第 4 册中给出 
7,2丄6节(关于树形)和7,2丄7节(关于组合生成的历史 K 7.2.2 节将一般地讨论回溯 ， 
因此如果一切进展顺利，它将继续下去。作为当前想像的整个第 7 章的轮廊，可参 
见封底所给出的 taocp 网页 。 

我怀着非常軎悦的心情来写这部分内容，就像许多年前写第 2 卷时我惑觉到的 
激动那样。如同在第2卷中那样，在那里我高兴地看到，初等槪宇论和数论的基本 
原理很自然地出现在关于随机数生成和算术运算的研究中。而在准备7+2 J 节的过 
程中我了解到，当我们研究组合生成的算法时，初等组合学的基本原理也自然地 
出现，并且具有高度启发性。因此，我再次发现， 一 个美丽的故事就在那里等候 

着被讲述. 

例如，在本册中，我们发现由组合形成的许多美丽的模式，有的有重复，有 
的没有重复，而且还知道，它们如何同外部组合学的著名定理相关联。 f 是，这 
就成了我来讲述分划的不同寻常的故事的机会了；确实，关于分划的理论是所有 
数学中最为优美的章节之一，而且在 7 .2 J ,5节中，由査，圣，珀西 ( CJS . Peirce ) 所 

发现的鲜为人知的数的三角形证明，是简化和统一化集合分划的研究，是另一个 
重要的课题，沿着这一方面，我还对算法分析中极为重要的两个数学技术进行了 


剖折：即泊松 ( Poison ) 的求和公式和强有力的马鞍点方法。如间在以前的分册中 
那样，也还有游戏和难题。 

r j 

我原来打算简黾介绍这些课题，但当我看到，这些想法对于一般的组合研究 
是何等基本时，我就懂得了，除非我卜分透彻地讲解这钱基础，否_我绝不会感 


到快乐。因此我就尽最大努力来构筑理论和实践的思想的一个坚实 基础， 它们将 
支持许多类型的可靠的超级结构。 

我要向弗朗克*拉斯基表示感谢，感谢他大胆地向大学生们讲授本书的初稿 

并向我讲述他的授课经验。还有许多其他读者也帮助我检查最初的一些草稿，我 
还要特別感谢 乔治. 克莱门特斯 (George Clements ) 和斯万特，简森 (Svante Janson ) 


的深刻透彻的评论。 


我还将髙兴地为头一个向我报告本分册中的每一个错误的人支付2+56美元的酬 
金，无谂这个错误是印刷上的、技术上的还是历史上的。对于我忘了放进索引的 
那些条目，也有同样的酬金6而对于正文的有价值的改进建议> 每一个将获32美 
分的奖励。（而且，如果你找到一个习题更好的解答，我将通过在最后出版的书中 
公布你的名字来实际上以永久的荣誉来奖励你，而不仅仅是钱 .） 

这里所使用的记号以及未予说明的 i 己号可以在第2或3卷末尾的记号索引中 
找到。这些索引指向可以获得进一步信息的那些位置。当然，某夭第4卷也将包含 
它自己的记号索引 a 

在《计算机程序设计艺术》所有未来版本中的机器语言的例子，都将基于 
MMDC 计算机，它在第1卷第〖册中介绍过 

在以下的篇幅中，对干尚未完成的内容的交叉参考有时以 “00” 来 表示； 这 
个不可能的值是以后要予以提供的实际号码的位置表示， 

祝阅读愉快！ 


D . E . K . 

加利福尼亚，斯坦福 

2005^6 




说明 


本章的 开始部分将出现于第 4 卷第0册和第4卷第1册中，计划于2006年 


和2007年出版 
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7.2 生成所有可能性 


7.2.1 生成基本的组合模式 

在这一节中，我们的目标是研究在某个组合世界中，跑遍所有可能性的方法，因 

为我们经常面对这样一些问题，其中有必要并希望对于所有情况作穷尽的考察…… 

7.2.1.1生成所有 n 元组 

我们由简单的开始，首先考虑如何跑遍由个二进制数字组成的所有 T 个字符 

串…… 

7.2.1. 2生成所有排列 

在 n 元组之后，对于组合 生成， 几乎每个人都希望列出的下一个最重要的项0 
是，访问某个给定集合或多重集合的所有棑列…… 

关于7工 1.1 节和 711.2 节的完整的 i £ 文，可在2005年2月第一次出版的第4卷第 
[ T ] 2册中找到. 

7_2丄3 生成所有组合 

组合数学通常被描述为是关于“排列、组合等的研究' 因此我们现在把注意 
力转向组合 。 n 个夢物 一次取 f 个的组合，通常简单地称作《个事物的 f 个组合，是从 
大小为〃的一个给定集合中选择大小为 f 的一个子集的方法，从等式 〗.2 i 6-(2) 可 

知，恰好有个方法来做这件事；而且在 3.4.2 节中我们已学习了如何随机地选 
择 r 个组合 s 

在 n 个对象中选择 f 个等价于选择不选的〃-£个。贯穿于这个讨论，通过令 

( 1 ) 

我们强调这一对称性 。 而且我们通常将把《个事物的/组合称作“(^/)组合' 因此， 
一个 h 0组合是把 s + f 个对象分成大小为5和 t 的两个集合的方法 & 

如杲我问从 25 中取 21 有多少种组合 T 实际上我在问可以 
有多少种取 4 个的组合。因为取 21 个的方法就如同取剩下 

4个的方法一样多^ 

一^奥古斯托斯.德 + 摩根 (AtigusUisde Morgan ) ， 

An Essay on Probabilities (1838) 

表示 ( s ,0 组合有两种主要的方法，我们可以列出已被选择的元素 G …，或 

者可以以二进制串 a _, …七化 来进行工作。对子它 

( 2 ) 

这后一表示有 s 个0和?个1，对应于未被选择或被选择的元素。如果我们令诸元素为 
集合 {( M ，…， n - 1} 的成员，而且如果我们以遂减顺序来列出它们: 

n > c f >'^> c 1 > c t > 0 


( 3 ) 





12 生成所有可能性 
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则表示 G …趋向于最好地工作 & 二进制记号可很好地联系这两种表示。因为项 
目列表 C , … c 3 对应于和数 


2^ +… + 2 C2 +2 C| = 







当然我们也可以列出在 Am …中为0的位置 h …匕匕，其中 

n > b s >*-> b 2 > b ] > 0 



组合是重要的，不仅仅是因为子集在数学中随处可见，而且是因为它们等价 
于许多 其他的配置。例如，每个组合对应于从奸1个事物中每次取 f 个 a 尤许重 

复的组合，这也称为一个多重组合 ( multicombination )， 即是整数斌…式忒的一个序 

列且 


s > d t > … 


( 6 ) 


个原因是4…解⑹当且汉当 c : … ca 解(3)，其中 


c, —d t +f - 1 ， 


■ 瀾 


c 2 =^ f 3 + l ， c ] =d 


(7) 


(参见习题 1.2.6-60, )还有另外一个把带重复的组合同通常的组合关联起来的有 
用方法。它是由索罗门，戈罗姆布 (Solomon Goiomb)[AAfM 75(1968), 530-531] J | 

出的，即定义 



如果 q < s 
如果 q J 



在此形式下，数6… C 不必以递减顺序出现，但多重集合…6 } 等价于仏， 
Q ， …， q }, 当且仅当… J ,} 是一个集合^ (参见表1和习题 U ) 

一个 b f ) 组合也等价于 《+1 到〖+〗部分的一个合成，即一个有序的和 

奸 l =/? f + … + p a + A >， 其中 P ,， …，〜! _ (9) 

M 

同 (3) 的联系现在成为 

p f -n-c t , , ^ 3 =c 2 ™ c t ,/? 0 =c,+l {10) 

等价地，如果〜1，我们有〖非负部分的一个合成 

+…+#■+% 其中和…，殳]，咖 > 0 ( II ) 

这是通过设置 

— - 1 - d t _ '， » (i\~d 2 ~ (^q — d] ( 12 ) 

与 (6) 相关的。 

其次，容易看出，一个 ( U ) 组合等价于一个的栅格从角到角的长度为 
的一条通路。因为这样一条通路包含 s 个垂直的步骤和 〖个水 平的步骤。因此，至少 

可以有8个不同的形式来研究组合。表 1 示出，在的情况下所有=20种可能 
性。 
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表1 (3 S 3) 组合及它们的等价物 


C3C2Ct 

thd2di 


210 

000 

210 

310 

100 

310 

320 

no 

320 

321 

m 

321 

410 

200 

tjia 

420 

210 

020 

421 

211 

121 

430 

220 

030 

431 

221 

131 

432 

222 

232 

510 

300 

110 

520 

310 

220 

521 

311 

221 

530 

320 

330 

531 

321 

331 

532 

322 

332 

540 

330 

000 

541 

331 

111 

542 

332 

222 

543 

333 

333 


PbPiPiPo 

93^2^1 QO 

path 

4111 

3000 

HXj 

t£v 

3211 

2100 

厢 

3121 

2010 

囲 

3112 

2001 

囲 

2331 

1200 

m 

2221 

1110 

m 

2212 

1101 

囲 

2231 

1020 

匪 

2122 

1011 

m 

2113 

1D02 

曲 

1411 

0300 

m 

1321 

D210 

_ 

1312 

0201 

囲 

1231 

0120 

囲 

1222 

0111 

囲 

1213 

0102 

瞄 

1141 

0030 

圈 

1132 

0021 

亜 

1123 

0012 

圈 

1114 

0003 

圈 


0曝戊4戍3勿 1 Al AO 

Doom 

ooioii 
001101 
001110 

01001l 
010101 
orono 
ouooi 
011010 
011100 
100011 
100101 
loono 
101001 
101010 
101100 
uoooi 

I10010 
110100 
111000 


乍一看，组合的这些近亲可能使人手足无措，但它们的大多数都可由二进制 


表示沒 


直接 理解。 例如，考虑“随机 



进位串 


a 


21 


a , a,=0 11001001000011111101101 


(13) 


它有 s^ll 个 0 和纟=43个1，因此 r =24 & 对偶的组合 


丸列出0的位置 



23 20 19 17 16 14 13 12 II 4 1 


因为最左的位置是《 - 1而最右的位罝是 0. 主要的组合^… q 列出1的位置 

即： 


22 21 18 15 10 9 8765320 


对应的多重组合心 •必 列出在每个1右边0的 个数： 


10 10 8 62 222 22 I 10 


如果我们把另外的1想像成在左边和右边，则合成 A …仏列出相连续的1之间 


的距离: 


21335111112121 


而非负的合成9,计算由1表示的 w 篱笆位置”之间有多少个0 


10224000001010 


于是我们有 


a 


a , a n =0中嘗 




( 14 ) 


表1中的通路也有一个简单的解释(参见习题 
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321^21^10021010 0 1000 
N 4 4 4 4 3 3 s 2 2 I 3 3 3 2 2 1 2 2 I I 
55^5555 555 444444 3 332 


fe 3 


7,2 生成所有可能性 
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词典顺序的生成。表1以词典顺序示出组合和 它也是 K 

的词典顺序。注意，对偶组合 h … t 和对应的合成 / v ， p 。， 仏…仏然后以颠倒的词 
典顺序出现. 

词典顺序通常提出生成组合式配置的最方便方式，确实，算法7,2丄 2 L 已经以 
K V 〜〜的形式解决了组合的问题，因为在位串形式下的0组合和多重集合 

0, f ■ i } 的排列相同6当把它应用于这个特殊情况时，该通用算法可以用一些 
明显的方式加以流水线化。（也参见习题 7. 1-00,它给出7个按位操作的一个值得 
注意的序列，它将把任何给定的二进制数（心 - na 。) 转换成为按词典顺序的下一 
个/组合，假若 〃不 超过计算机字长的话 & ) 

然而，且让我们专注于在其他主要形式^ … c 2 c , 之下生成组合的问题，这一形 
式更为直接地同通常需要组合的方式有关，而且当同/ I 比较， f 较小时，它也比位 

串更紧凑.首先我们应当记住> 当 f 很小时，一个简单的嵌套循环将可很漂亮地完 
成这件事。例如，当 f =3 时，下列指令 足矣： 

■ 

For c 3 =2,3, …， / i - l ( 按此顺序)做 以下； 

For c 2 ; l ，2, …， (按此顺序)做以 下； （15) 

For c _=0， l , …， q -1 (按此 顺序) 做以 下； 

访问组合 

(参见7.2.1」-<3>的类似情况。） 

另一方面，当嗤变量或不那么小时，通过遵循在算法72丄 2 L 之后所讨论的一 
般的方法，我们可以在词典顺序下生成组合，即来找出可被增加的最右元素&，而 
后设置随继的元素^，…^成为它们最小可能的值 $ 

算法 L (詞典顺序的 组合）给定这个算法生成 n 个数 {0, K … T n -1} 的 

所有/组合 C … 附加的变量 ，和 被用作哨兵。 

L 1. [初始化 & ] 对于 置 c 广 j - V ， 并置 — « 和〜广 

L 2 .[访问。]访问组合 

L 3. f 求/\】氧卜1，而后当 < v +1 = c w 时置 Q - 1 和/卜介】；重复直到 q + 

为止。 

L 4 .[完成了吗？ ] 如果则结束本算法 

L 5 ■[增 加 9 }置(广 Cj +] 并返回 L2 fl I 

不难分析本算法的运行时间.在访问使的一个组合之后，步骤 L 3 设1 
c 广 j - U 因而这样的组合的个数为不等式 

n > c t >*”>〜>」_ (16) 

的解的个数。但这个公式等价于 个对象 {〃- 1, …， y } 的 Q - y ) 组合，所以陚值 
c 广 j 1恰好出现对干1 进行求和告诉我们，在步骤 u 中的循环总 

共被执行了 
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m 


(s + mi-ni 


sU ! 


5 + 1 


(⑻ 


次，或者平均每次访 N 要做 


现在在步骤 T 2 中户0当且仅当 q >0, 所以在步骤 T 4 中的陚值绝不多余。习题6 
对算法 T 进行了完备的分析。 

注意仅在初始化步骤 L 1 和 T 1 中（而不在算法 L 和 T 的主要部分中 > 才出现参数 

«，因此我们可以把这个过程当作是生成一个无穷表的头 i 个组合的过程，它仅 

依赖于 L 由于对于〃+〗个事物的 f 组合的表，在我们的约定之下，以〃个事物的表开 
始， 所以出现这个简化。由于这个原因，我们对于递减序列 c , …&已经使用词典顺 
序，而不是对递增序列 e , … c 进行工作 5 

德里克+莱默 (Derrick Lehmo *) 注意到算法 L 和 T 的另一个令人高兴的性质[埃 • 

福.贝肯巴轉 ( E . F . Beckenbach ) 编 , Applied Combinatorial Mathematics (1964), 

27-30]： 

定理 L 在恰好访问了 



算法 T (词典顺序的组合) 


这个算法和算法 L 类似，但是更快些。为方便起见, 


也假定 K /2 


0 


11 + [初始化。 ] 对于 


0 



1；然后置 £\ + i 


H 和 Q 


0,以反/ 


T 2, [防问 。I ( 这时)是使得的最小下标。）访问组合^…然后如果/>0 


则置 py 并转到步骤 T 6 


Q 


T 3, [是容易情况吗？ 1!如果 


2 


T 4.[ 求/ 








2且 ar 


□ 


则置 C 
如果 


q +1 并返回 T 2， 否则鼠/“2 


o 




] 


则置并重复这个步， 


直到; c # 



为止。 


T 5. [完成了吗？〗如果/>【则结束此算法。 


T 6. [增加~ ] 置 



x s j—j-l 并返回 T 2 


次，当 f 时这个比例很小，因此在这样一些情况下算法 L 十分有效。 


但当 f 接近千 n 而 s 彳艮小时，量可以令人难以 


信地大$其实，当 



已经 


等于 j 


】时，算法 L 有时不必要地设置 q 


- 


i-i 


. 进一步的仔细分折还揭示，我们 
因为^的正确值通常可以从刚刚采取 


不必总是去査找在步骤 L 4 和 L 5 中需要的下标/，因为 j 的正确值通常可以从刚刚采取 
的动作中预测出来。例如，在我们增加 q 的值并重置为它们开始的值210后， 
下一个组合不可避免地将增加这些发现就导致这个算法的一个调整版本： 















S 







+ 









-- 


+ 
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个其他的组合之后，组合 C …被访问 。 

证明 对于 r 和< < c “ 有 (？ ) 个 组合心 ■« 且(:卜 Q ,即 ^ V ”£ V t 后边 

接着有 {0. …， Cf ]} 的 A 组合。 I 


例如，当/^时，对应 T 表1中组合的数 



只不过跑遍序列0, 1，2,…，19。定理 L 给了我们理解度数为 r 的组合数系的一个很好 
的方法，它把每个非负整数惟一地表示成以下形式： 



f 见欧内斯托.帕斯卡 (Ernesto Pascal ), Giornale di Mathematiche 25 (1887), 45-49,] 


二项式树. 对于 《 X )， 由 




定义的树系7；在若干重要的范畴中出现，井且把组合生成进一步展现出来.例如, 
7；是 



而 r 5 则作为本书第1卷的卷首插画，以更艺术的形式呈现给大家 & 

注意，除开对于 Am 附加的一个副本之外，厂和厂-,是类 似的； 因此7；总共有 

2" 个节点.其次，在第/级中节点的个数是二项式系数 th 这个事实解释了 “二 
项式树”这个名称。确实，在从根开始到第 f 级的每个节点处的通路上，所遇到的 
标号序列定义一个组合 q … q ， 而且从左到右所有组合以词典顺序出现。因此算法 
L 和 T 可以当作遍历二项式树7；的第 f 级节点的步骤。 

在 (21> 中令就得到无穷的二项式树 r _ a 这个树的裉有无穷多分支，但 
除了在第0级的整个根之外，每个节点都是一个有限二项式子树的根。在 h 的第 f 
级上，所有可能的粗合都以词典顺序出现 a 
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下面通过考虑装满一个帆布背包的所有可能的方式，来进一步熟悉二项式树 & 
更精确地说，假设我们有《件物品，它们分别花去容量的…，％，叫个单位，其中 

w , … > > v , > (23) 

我们要生成所有的二进制向量 … 使得 

o * w-a n w fl .,+-■+ 0, w ,+^^ 0 < (24) 

其中^是一个帆布背包总的容积.等价地，我们要求 {0, 1，…， /3-1} 的所有子集 C , 
mmw ( C )^ l € iC w , 这样的子集将称作 能行的 （ fewibleh 由上边 (3) 的约定, 
我们对这些下标编上不同的号码，因为在这个问 题中/ 是变量。 

每一个能行的子集对应干 L 的一个节点，我们的 Hfe 是访问每一个能行的节 
点 & 显然，每一个能行节点的双亲都是能行的，如果有的话，它的左兄弟也是能 
行的。因此一个简单的树的探察过程有效地 I ：作： 

算法 F (填 满一个帆布 布袋）给定％ + %和^¥，这个算法生成填满一个 

帆布布袋的所有能行的方式对子我们令 s 

F 1 ■[初始化*】置卜0，以及 r — yv & 

F 2.[ 访问。]访问组合 vc ,, 它使用容积的 N - r 个单位。 

F 3 .[尝试增加 ] 如果00且厂> vv ( l , 置卜/+1， c t -0, r — ri 0 t 并返回 F 2, 
FI [尝试增加 f 如果 f = G ， 则结束。否则，如果 Li ， 则置 C 

, 并返回 F 2。 

F 5, [删去 q 1置 r — 卜卜1，并返回 F 4。 I 

注惫本算法含蓄地以前根顺序来访问乙的节点，并跳过非能行的子树在这 

个过程已经在其位置使用元素 c -1 考察了所有可能性之后，如果能行，就把一个 

元素放进帆布布 袋中。 运行时间同所访问的能行组合的个数成比例。（参见习 
题20。 ） 

顺便指出，运筹学中的经典 “ 背包问题”是不同的，它要求的是使得 
v ( c ) 为极大的一个能行子集 C , 其中对于每件物品 r 都陚予一个值算法 F 不是 
解决这个问题的一个特别好的方法，因为它通常考虑可以被排除掉的一些情况。 
例如，如果 C 和 C ’ 都是 {1, …， 1} 的子 集且 ㈣ C )< w ( C )< A^hv v { C )> v ( C f }, 

算法 F 将考察 CU {0} 和 CU {0}， 但后一个子集将绝不改进极大值。后边我们将考 
虑关于经典的背包问题的一些 方法； 算法 F 只适用于所有能行的可能性相关的那些 
情况。 

对于组合的格雷码 & 代替仅仅生成所有组合，我们通常更喜欢以这样一种方 
式来访问它们，即通过只对它的前驱做一些小的改变就得到每一个组合 。 

例如，我们可以看一看尼珍休斯 ( NiKiihuis ) 和威尔弗 ( Wilf ) 称之为“转 动门算 
法”的一个算法：想像分别包含 s 个人和〖个人的两个房间，在两者之间有一扇转动 
的门，每当一个人进入对面的门时，则另外一个人出来 a 我们能否设计一个移动 
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序列使得每个 h 0 组合恰好出现一次(参见右图) 

回答是肯定的，而 a 事实上存在有很大数目的这样 
的模式，例如，结果是，如果我们考察在格雷二进制编 
码中的有名顺的所有 a 个二进位串(参见 
7 . 2.1 J 节)，但只选择恰好有 j 个 0 和/个 1 的那些，则得到 
的串就形成一个转动门的码。 

以下是其证明：通过 7 . 2 丄 H 5 ) 的递归式 r^ourj ,定义格雷—进制编 

码，因此它的 (U) 子序列当^从时，满足递 归式： 

r ,r =0F Vl>Md) (25) 

k — 

我们也还有 r ^ o 1 和因此由归纳式，显然当 ^ x ) 时， L 以 or 开始且以 loif 
结束。在( 25 )屮的逗号的转换是当 P 2 时，从 0 TV 〜 最后的元素到 ir # n 最后的元 
素，即从 _” T —= oio j - MHiio j iH = noii !-% 因而这满足转动门的约束。 
情况 r = l 也校验过了，例如，由以下的诸列给出 

000111 011010 110001 101010 

001101 011100 110010 101100 

001110 010101 110100 100101 ( 26 ) 

001011 010110 111000 100110 

011001 010011 101001 10001I 

而且 r 23 可以在这个数组的头两列中找到 fl 再把门转动一次就把最后一个元素变为 

头一个元素 A 的这些性质首先是由唐道南 (a T . Tang ) 和刘兆宁 (C N . Liu ) 发现 
的， IEEE Trans. C-22 (1973)， 176-180; 詹理. 毕特纳 (J. R, Bitner ), 吉.厄尔 

里兹 ( G . Ehdich ) 和爱 * 马，赖因戈德 ( E , M _ Reingold 〕 给出了一个无循环的实现， 
CACM 19 ( 1976 ), 517 - 52 K ] 

当我们把 ( 26 沖的位串〜〜转换成对应的下标表形式时，一个引 
人注目的模式就出现了： 

210 431 540 531 

320 432 541 532 

321 420 542 520 ( 27 ) 

310 421 543 521 

430 410 530 510 

头—个分量以递增顺序出现；但对于^的每一个固定的值，^的値以遂减顺序出 
现。而对于固定的 c, 的值再次是递增的 。 一般地说，同样的如 T 事实为真： 

在转动门格雷编码 I 中，所有组合^…^心以 

( C ， … ，（- n ) ( 28 ) 

的词典顺序出现 6 由归纳法可得出这个性质，因为对于^> 0 ,当我们使用下标表 
记号代替二进位串记号时， （ 25 ) 变成 
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r 


r . 


{sh - 1 ) r % 


(29) 


因此通过使用由威•哈，佩恩 (w. H. Payne ) 给出的下列算法[参见 ACM Trans , 
Math . Software 5 (1979), 163-172] 可有效地生成这个序列: 


算法 R (转动门组合）假定 n>r>i ,本算法以交替序列 (28) 的词典顺序生成 {0, 
I …的所有/组合 A …依赖干/是舒还是偶，步骤 R3 有两个版本。 

FM •[初姶化。〗对于置和 
F12 .【访问，1访问组合 v+Qk 

R 3. 〖是容易情况吗？】如果〖是奇数：如果则 g 增1并返回 R2, mm *- 

2井转到 R 4 。 如果?是偶数：如果 q >0, 则 q 减1,并返回 R 2, 否则氧 /- 2并 
转到 R 5。 


R4+ [尝试减少 c 


Q 


] (这时 C 


Ch +1) 如果則置 q 


4 *- 


C” " Cj ■ 





2,井返 


回 R2, 否则/加1 




R5, [尝试增加 C 


] (这时 q 1=/-2)如果(：，+ 1 <c /+M W 





& 


c.+ i 


并 


返网 R2 a 否贝 H /加1，布且如果 /<f， 则转到 R4 


习题 21 〜 25 进一步剳析了这个有趣序列的性质。它们之一是定理 L 的 一 个漂亮 
的搭配：在恰好访问了 

/ C, + 1\ /c" , +1\ /l\ + 1\ / c\ + 1\ 

叫 ， H 卜1 卜 .斗 1 十 2 r ( " i)； 1 - ㈣ 奇数 i ( 30 ) 


个其他组合之后，由算法 R 访问组合我们可以把这称为在度数 f 的“交 
替组合数系”中~的表示，例如，一个结果是，毎个正整数都有形 

如+ 的表示_其中算法 R 告诉我们在选个数系中如何把 
1加到~中。 

尽管 (26) 和 (27) 的串不是 词典顺 序的，但它们是叫做广义词 典顺序 (genkx 
order) 的更一般概念的例子，这个名字是由蒂莫西*沃尔什 (Timothy Walsh) 杜撰的。 

对一个串序列 a | 当具有共同前缀的所有串连续地出现时，则称它处于广 
义词典顺序之下。例如，在 (27) 中所有以53开始的3组合在一起出现。 

广义词典顺序意味着，如同在63节的图31中那样，串可以被安 排到一 个柃索 
结构中，但每个节点的子女可以有任意的顺序。当以任何顺序遍历一个检索结构， 
使得每个节点正好在它的后裔之前或之后被访问时，所有带有一个共同前缀的节 
点（即一个子检索结构的所有节点）连续地出现。这个原理使广义词典顺 序卜分 
方便，因为它对应于递归生成方案。我们已经见过的、用于生成 n 元组的I午多算法 
因此以广义词典顺序的某种版本产生它们的结果;类似地，“平易改动”方法(算 
法7.2」 .2P) 在对应于反演表的广义词典顺序 F 访问排列。 

算法 R 的转动门方法是一个例行程序，在每步中仅改变组合的一个元素的广义 
词典顺序，但它不是完全令人满意的，因为为了保持条件，它经常 
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必须同时改变两个下标 q 。例如，算法 R 改变210成为320,而丑 (27) 包含9个这样 
的“交叉”改动。 

这个缺陷的来源可以追溯到我们对 (25) 满足转动门性质的证明，我们发现，当 
/>2时，串 0 i ( m 〃后边跟着因此当像11000这样的子串被变成 
()1001 或反过来时，递归构造涉及形如1价0 ㈠ OIOM 这样的转换^ 

对于组合的一个格雷通路，如果在每一步中它只改 
变下之一，则说它是同族的。对子 fl > l ， 当我们从一 
个串通到另一个串时，一个同族的方案是通过在这些串 
内仅有形如〗的转换而以位串形式来表征的。例 
如，对于一个同族方案，通过一次只移动一个手指头， 

我们能够在一个《个字符的键盘演奏所有/音 的弦。 

对 (25) 稍作修改，可以产生令人愉快的同族的(5, 0组合的广义词典顺序 方案, 
基本思想是构造以化 r 开始和以 ro 结尾的一个序列，以下的递归立即提了 出来: 
令 4=0' K 0t =r , K s ^ u -< p , 以及对于^ > t ) 



心 =0 K ㈣ ”10^4 ㈣ ， (31) 

在这个序列的逗号处，我们有由 101 HO 1 紧随其后的 01 W 和由 110 q f 2紧随其 
后的 I 0 T 3 ; 这两个转换都是同族的，尽管第二个要求1跳越过 S 个0。对干以=3的 
组合在位串形式下为 


000111 

010101 

101100 

ioooi 】 

001011 

010011 

101001 

110001 

001101 

01 tool 

101010 

110010 

001 no 

011010 

100110 

110100 

oiono 

011100 

10010J 

111000 


而对应的“手指头模式”为 


210 

420 

532 

5 J 0 

310 

410 

530 

540 

320 

430 

531 

541 

321 

431 

52) 

542 

421 

432 

520 

543 


(32) 



当把通常组合 C 的一个同族方案转换成带有重复 4 …义的组合的对应方案 (6) 
时，它保留这样一个性质，即在每个步驟中仅有一个下标4改变。而且当把它转换 
成合成 A 1。或的方案⑼或⑴)时，当 q 改变时，只有两个(相邻的)部分改变心 


近乎完美的方案。 但我们甚至可以做得更好！所有 h 0组合都可以通过或者是 
Oi o 10 或者是 001 ^ 100 的一个强同族转换序列生成。换言之，我们可以坚持，每 

个步骤引起一个下标 q 改变至多为 L 我们把这样的生成方案称为近乎完美的。 

强迫这样强的条件实际上使得相当容易发现近乎完美的方案，因为可以利用的 
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表2对于<3, 3) 组合的蔡斯序列 


“为向前一步，则向前两步，而后后退一步；为向前两步，则先向前一步，而后再 
向前另一步如果当 s 或 f 为负时，我们定义< 和札为0，除非空串）, 
则对于的所有整数值，这些等式都成立。于是实际上取 mine,〗) 的向前的步, 
而札实际上取 min( S ,2) t 例如 s 表2示出对于的相关表，并且使用一个等价的 
下标表的形式以代替位串 


蔡斯注意到，如果我们定义 



而且当然凡^=0、 

让我们置4 =i ^和扎=况 41 ,由菲 利普约 • 蔡斯 (PhiUip L Chase) 于1976年发 
现的这些近乎完美表，分别有移动最左的1的块到右边一两个位置的纯效果，而 K 
它们满足下列相互递归的式子： 


) 1如果 

N 如 ■ * ^ 如果 bao (34) 


当 j />0 时，定理 N 的证明产生下列的递归 公式: 


定理 N 


如果灯>0,则恰有 k 个近乎完美的方法来把所有 h /) 组合成 


个广义 


词典顺序。事实上，当 l<a<s 时，恰有一个这样的表/V 
0 1 〜结束，其他 s 个可能性是颠倒表 D 


i 


它以0 1 开始并以 


证明 


当时 


这个结果成立。否则，我们对使用归纳法.表 w 


如果 


存在的话，必定有对于某个近乎完美的广义词典顺序的表/^，和^ 



的形式 


0^ 




如果 f=u a 


1) 


是单个串(V ;因此如果 a>J 




IK 


必定是 




于 a=i 它必定是 n 
的串不能以1开始 



(J-IUI 




另一方面，如果 r>u 近乎完美的条件意 味着兄 


，而且对 
的最后 


因此对于某个 h 乙, 






如果 a>l，K 


]}/ 


必定是 W 






因此 * 必定是1 

c ， 这迫使IV I 
近乎完美的。 




类似地，如果 s=l , 则必定是1 


a 


否则我们有 a=i<A 而且对于某个 




(! 一 1 W 


0 


仅当和^2时，从10 


1 0 


b 


到 OW 0 J 


的转换才是 


选择就相对少了。确实，如果我们把自己限制到作为《个二进位的串的近乎完美的广 

义词典顺序方法，托 ■ K ■ 詹金斯 (T, A. Jenfcyns) 和戴. 麦卡锡 (D+ McCarthy) 发现， 
所有这样的方法都可容易地表征 [ Am Combinatoria 40 (1995), 153^159], 





OO0O1-I 

1112 2 







⑼ 432 柳 431421420 


Qy20lo303I32 
/ 5 5 5 5 5 


勒 >42404121 
5 5 5 5 5 


2021313032 
4 4 4 4 4 


^21 20101010 
5 3 3 3 2 4 


>133130102021 
> 5 5 5 5 5 



5454 


40 



5453 
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如果 r + f 为奇数; 

如果 s + f 为偶数; 



Af t ,如果 J + r 为偶数 
K 、如果为奇数 



这些序列的计算机实现会变得更简单些[参见 Numerantium 69 (1989)， 
215-242], 于是我们有 


jlC ^_ ] r OC (j _ l)f ,如果奸，为奇数 
st '[\ c ^ lv oc u ^ t 如果奸/为偶数 

^ ，如果州为偶数 （38) 

OC (J _ 3 ,,lC nM) ，如果奸〖为奇数 

当二进位^已准备好来改变时、通过测武/是奇数还是偶数，我们可以得知我 
们在递归式的何处， 

确实，基于可应用于任何广义词典顺序的方案的一般思想，通过相当简萆的 
算法，可以生成序列我们说二进位+在一个广义词典顺序算法中是活动的—— 
如果设想在它左边的任何东西被改变之前它改变的话。（换言之，在对应的检索结 
构中一个活动二进位的节点不是它的双亲的最右子女 & ) 假设我们有一个辅助的表 

其中' 当且仅当义是活动的或者其中 r 是使得 fif %的最小下 
标；我们也令 w B = U 于是下列方法将求出 flu …的后 继者： 


置 j — r 如果％=0，则置％ - 1，并且重复直到％ =1为止。 

如果/=/1则结束，否则置把％变为 I -七， 并对屮」…叫和广 （ 39 > 

作任何其他的、适用于正被使用的特殊的广义词典顺序的变化。 


遠个方法的美妙之处源于这样一个事实，即循环保证有效.我们可以证明，平均 
说来，操作 /-)+ 〖在每一生成步中将被执行少于一次(参见习题36)。 

通过分析当在 (37) 和 (38) 中的二进位变化时出现的转换，我们可以容易地列出 
剩余的细节： 


算法 C (察斯序列）本算法以蔡斯序列 G 的近乎完美顺序，访问所有0,0组合 
a n . r - d % a ^ 其中 

C 1.[ 初始化 g ] 对于置 R — 0,对于;?<_/<〜置士 — 1，而且对 F 0 <j 

置％— U 如果^>0,则置 n ; 否则置 

C 2 ■[访 问* 】访问组合 A-〗 … Afloa 

C 3.[ 求/和转移。 ] Wj ^~ r c 如果％=0,则置％—1，卜 )+1 ，并重复直到％ =1 

为止。 如果户 n 则结束；否则置％-0,并作四路转移：如果 j 为奇数 
★0 则转到 C 4; 如果/为偶数且％ #0则转到 C 5; 如果 /为偶 数且七 =0则转到 
C 6; 如 果/为 奇数且％=0则转到 C 7。 

C 4 .[向右移1位 3 1置屮」—1, & -0. 如果则置 /—/- 丨； 否则如果 

r = j-U 则® 叫。返回到 C 2。 

C5*[ 向右移 2 位。 ] 如果转到 C4 fl 否則 置印广 1 ， -0, 如果 r=j ， 


166 


第 7 章组合查找 


则置 r_max(/-2 s 1); 否则如果/^-2，則置 r 一 j- 1,返回到 C2 


□ 


C6.1 向左移1位。】置 




0 


如果则置^ 


1；否_如果 


r=j — 1 


则置 r — 人返回到 C 2。 


C7 ■[向左移2位，]如果今夕0,则转到 C6 fl 否则置〜 — 1，义―广 (K 如果 


r^J 


2,则置 r 一力否则如果 r=j-l, 则置 r 十2。返回到 C2。 



* 对蔡斯序列的分析。算法 C 的魔术般的性质要求作进一步的剖析，而1更仔 

细地考察证明是十分有教益的 。 给定一个二进位串我们定义心= 
« mod 2且对于> 0, 


例如，我们可以有阳26, 



am 

J 


(u〗 + j) mod 2, Wj = (v ; + mod 2 


a 



a ^- a ^ a.-l 1001001OOQQ11111 lOHOlOlO 

0100100100001010100100101 (41 ) 

v 5 =00001110001011111110001111 
W 25 - W { w ^\ l 000 lll 00 \000000011100101 


通过这些定义我们，以用归纳法 i 止明 to =o, 当 a 仅当_进位％在生成的 


递归式 (37) 和 (38) 中是由 C “控制”的而不是由亡来控制，除非当七是在右端中最 
后的0或1的运程的部分时例外 & 因此，对于%同由算法 C 在访问〜% 
的时刻所 计算 的值相一致。这些公式4用来精确地确定在蔡斯序列中一个给定的 


组合在何处出现(参见习题39)。 

如果我们要对下标表进行工作而不是对二进位串进行工作， 
则对记号稍作修改是很方便的，而且当时把 C (/ j ) 写作并把& (幻写 作 
于是而且对于 f>0, 递归式取下列形式： 



^ C t ( n ) y C I + l ( n ) ,如果《为偶数 
|«C,(rt),C i+1 («) ,如果 n 为奇数 



C t ^( n ), nC t ( n ) ， 
C t ^{ n } t nC z { n ) ， 


如果《为奇数 
如果《为偶数 


(42) 

(43) 


例如，这些新的等式可加以扩展以告诉我们： 

C f+1 (9卜 8C f ⑻, 6C； ⑹, 4C f (4)，…，⑶，5$ (5), lC t (7) 

C t+l (8) = 7C,(7)，6CJ6), 4C,(4) T …， 3^(3), 5^(5} 

A A A A A I H j 

C, +l {9)« 6C；(6),4C f (4)，〜，3C F (3),5C；(5)，7C；(7)，8C^8) 

C f+J (8) - 6C, ⑹， 4C,(4) ， … ， 3 心⑶，⑶， 7 亡 (7) 

注意、在所有4个序列中相同的模式顸先占支配地位，中间的的意义依赖于 
f 的值：在《< 毗 我们干脆省却 nC ⑻和； it ⑻的所有项。 

除开对于开头和末尾处的边际效应外， (44) 中的所有扩展都是基于无穷级数 
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，醪¥ 


，10,8,6,4,2,0，1，3,5,7,9, 


■ 4 HP 



这是把非负整数安排成双重无穷序列的一个自然的方式，对给定任何整数 f >0, 

如果我们省去 <( 的 (45) 的所有项，则剩下的项保留这样一个性质，即相邻的元素相 

异丨或2,对于这个序列，理査德，斯坦利 (Richard Stanley ) 已经提议使用“偶减奇 

■ 

顺序” (endD^order), 因为我们可以通过想像“偶数递减，奇数…”/来记住它。 

(注意，如果我们只保留/〗、于 JV 的项并且相对于/ V 求补，则偶减奇顺序就变成管风琴 
顺序；参见习题 6 m ) 

我们可以直接对 (42) 和(43>的递 归式编 程序，但使用 (44) 来展开它是有趣的, 
这就得到类似于算法 C 的一个迭代算法 & 这一结果仅需要 0(0 个存储单元，而且当 

同〃相比较/是相对小的时，它特别有效 a 习题45包含有其细节 


★近乎完美多璽集合的排列 4 蔡斯序列以一种自然的方式导致将以近乎完美的 
方式生成任何所希多重集合+ 0, ^ ■ h ^ _ d } 的排列。意思是： 

i > 每一个转换是料义〜或〜 A % 
ii ) 第二类转换有 4 = min ( a,_ M a^) a 

算法 C 告诉我们，当 d=l 时如何做，而通过以下递归构造我们可以把它扩充成更大 

的值 [CMCM 13 (1970) ， 368-369,376 ], 假设 

% ，％， … ， C£jv_.| 

是 * I，…， A • 4的排列的近乎完美表，则通过和 nf + L 算法 C 告诉我 
们如何生成一个表 



其中所有的转换是 0 x 9； c 0 或 OOjc _: vOO ; 依赖于4和 f , 最后的条目有 ad 或2个前导 
零。 因此序列 


A 0 ，A?，A 2 ，…，（八或 A^_ a ) 



的所有转换是近乎完美的；而这个表显然包含所有排列 . 

例如，以这个方法生成的{0,0,0, l t l f 2} 的排 列为： 

211000,210100,210001，210010,200110,200101,200011,201001，201010, 201100, 

021100,021001,021010,020110,020101 4 02001 ] , 000213,002011,002101,002110, 
001120,001102,001012,000112,010012,010102,010120,011020,011002,011200, 
101200, 101020, J 03002, 1_]2, 100】02, 500320, ] 10020, J 10002, J 10200, 1 12000 t 
121000, 120100, 120001,120010,100210,100201，100021,102001,102010, 102100, 
012100, 012001,012010,010210,010201,010021,000121,001021,001201,001210 

* 完美方案。为什么我们要设置像这样一个近乎完美的生成程序，而不是坚 
持所有转换都有最简可能的形式0 〗 e 10? 

一个原因是完美方案并不总是存在 0 例如，我们在 7.2 丄 2-(2) 中发现，没有办 
法生成带有相邻交换的 1. 2, 2} 的所有6个 排列； 因此，也就没有对于(2, 2) 组合 
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的完美方案。事实上，我们实现完美的机会 K 仅是四分之一 


定理 P 通过相邻交换01->10的所有 ( j ，/) 组合…&如的生成是可能的，当 
a 仅当或 f<i 或#为奇数。 

证明 考虑多重集合0… 0 ，p 1} 的所有排列6在习题 5.1 H 6 中我们得知，有 
A 个反演的这样排列的 个数叫 是在 z 多项式中^的系数 



(1 + Z +…+之 



U + z + …+ ? _| ) 


(48) 


每一个相邻交换把反演数改变± 1,因此仅当所有排列中近乎一半有奇数个反演时, 
—个完美的生成方案才是可能的， e 精确地说叫-…的值必须 
为0或±1.但习题《表明 



1 st 为偶数1 


(49) 


而除非或或对为奇数，否则这个量超过 U 

反之，对于或/<1，完美方案是容易的，而且每当 W 为奇数时，它们也是 
可能的。对于 s = r =3 出现头一个非平凡的情况，此时有4个实际上不同 的解； 这些 
解当中最为对称的是 

210—310—410—510—520—521—531—53 2—432—431- , 

(50) 

421 —321—320—420—430—5 30—540—541 —542—543 

(参见习题对于任意的奇数5和『，好多作者已经构造出在相关阁中的哈密顿通 
路；例如，埃迪斯 (Eades), 希克基 ( Hickey ) 和里德 (ReacOtMO/ 31 (1984), 19^29] 

通过递归共行程序做了程序设计方面的一个有趣习题。然而，不幸的是，在已知 
构造中没有一个是充分简单地在一个短的空间中进行描述，或者以合理的有效性 
实现。因此完美组合生成程序还未被证明是具有实际重要性的，1 


于是，总之，我们已经看到，对于0组合的研究导致了许多迷人的模式， 
其中有些模式有很重要的实用性，而有些则仅仅是优雅和/或美丽衙已，图 26 示出 

当出现^卜252种组合时，在的情况下主要的选项 a 词典顺序排序(算法 L )、 

转动门格雷码(算法 R )，（31) 的同族方案以及蔡斯近乎完美的方案(算法 C )， 被 
示于该图的 a)、bh c ) 和 d ) 部分，部分 e ) 示出尽可能接近于完美的近乎完美方案, 
同时又还是在^:数组的广义词典顺序下 (参见 习题 34)。 至干部分 f ) 是埃迪斯、希克 
基和里德的完美方案 & 最后图 26 g 和图 26 h 是通过转动％ An …叫％或通过 

交换而进行的表，它们类似于算法 7.2 丄 2 C 和 7.2 丄 2 E (参见习题55和习题 56 J , 
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a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


f) 


g) 


h) 
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图 26 (5, 5) 组合的 例子: a ) 词典 顺序； b ) 转 动门； c > 同族; d > 近乎完 美; 

€) 更近乎完美； f ) 完美； g ) / S 缀转动； h ) 右交换 
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个多重集合的组合。如果多重集合可以有排列，它们也能有组合。例如* 
考虑多重集合 {6, \ H r 、 rw ， w }, 表示包含四个蓝色的球 i 三个绿色 

的球、三个红色的球以及两个白色的球的一个栈。由这个栈，可以有37种方法选 
择5 个球； 在词典顺序下(但在每个组合中为递减的)，它们是 

gb_ ， gghbb, gggbb 、 rbbbb, rgbbb, rggbb, rgggb\ rrbbb ， rrgbb r rrggh f rrggg, 
rrrhh ， rrrgb ， rrrgg , whbbb, wgbbb, wggbb, wgggb , wrbhh t wrgbb, wrggb , 

wrrbb , wrrgb ， wrrgg, wrrrb t wrrrg , wwbbb, wwgbb, wwggb^ ( ^ 1 ) 

wwggg^ wwrhb f wwrgh y wwrgg, wwrrb, wwrrg^ wwrrr 

这个事实可能看起来是无聊至极和 / 或神秘的，但是在以下的定理 W 中我们将 
看到，多重集合组合的词典顺序生成对于重要的组合问题产生最优解。 

詹姆斯 * 贝努利 (James Bernoulli) 在他的 [ylrj Conjectandi(m3), 119-123 ] 中 

发现，通过观察在乘积 ( l + z + zYUz + f+zY 中 f 的系数，我们能枚举 

这样的组合。其实，他的发现很容易理解，因为如果我们乘出多项式 

(I Rr+rr+rrr}( l+g+^+^g)( I +b J tbb^bbh^bhbb) 

我们就得到从这个栈中的所有可能的选择 

多重集合组合也等价于有界合成，即其中每个部分是有界的合成。例如，在 
(5 1 ) 中列出的37种多重组合对应于 

5=r T + r 2 + Tj+ r 0 , 0 < r 3 < 2, 0 < r t <3, 0<r o < 4 

的 37 个解 。 即5=0+0+!+4=0+0+2+3=0+0+3+2=0+1+0+4=”々2+3+0+0。 

有界合成,进而是偶然性表 (ccmtingency tab ⑹的特殊情况 a 偶然性表在统计 

■ 

学中有很大的重要性。而且通过类格雷码以及在词典顺序下，都可生成所有这些 
组合配置.习题60〜63剖析了涉及的某些基本思想 & 

本阴彩.组合的集合经常出现在数学中 ^ 例如，2组合的一个集合（即对偶的 
集合）实际上是一个图，而且对于一般的 f ， £組合的一个集合称作统一的超图，如 
果一个凸的多边体的顸点稍微地被扰乱 ， 使得没有三个点共线，没有四个点共面， 
而且一般地没有个点位于 ( f _ l ) 维的超平面中，则得到的 ( f -1) 维面是其顶点在 
计算机应用中有很大重要性的“单纯形' 研究者们已经 知道、 这种组合的集合有 
着重要的同词典顺序生成相关联的性质. 

如果 a 是任何 f 组合 c , … e : c ]} 它的阴影如是所有它的 ( r -1) 元子集 Ch … c 2 c ，， +■- ， 

dA 的集合 a 例如， 353 i 0={310,510,530,531}， 我们也可把一个 f 组 

合表示为一个二进位串仏^ ，叫， 在该情况下 3 a 是通过把!改成0所得到的所有串 
的集合: 310101 1={0010 H , 100011, 101001, 101010 > fl 如果4是/组合的任何集合， 

我们定义它的阴影 

dA^\J{da\aSA} (52) 

为在它的成员的阴影中所有(卜 1) 组合的集合。例如，⑹5310={10, 30, 31, 50, 
51,53}, 
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这些定义也适用于带有重复的组合，即多重组合的330={330,530,533}，以及 

aa 5330={30, 33,50, 53 } a 一般地说，当/4是/元多重集合的一个集合时，敁是 ( f -】) 

元多重集合的集合。 然而， 注意，本身决无重复的元素。 

相对于一个全集 f / 的上阴影 e a 可类似地定义，但它从『组合转向(/+3)组合： 

、 ，对干 aeu (53) 

6 A = U{ea | oE 4} ，对于 ACU (54) 

例如，如果 f /={0, l ，2,3,4 t 5,6}, 我们有65310={53210. 54310, 65310}; 另一方 
面，如果 (7={印 ，0, 如 * 1 ,…， oo ，6}，我们有 e 53 K )={53100, 53110, 53210, 

53310,54310, 55310,65310}. , 

以下的一钱基本定理，它们在数学和计算机科学的各个分支中有许多应用, 
它们告诉我们一个集合的阴影可以有多小。 

定理 K 如果 A 是包含在中的 W 个;组合的集合，则 

且 \ QA \>\ 6 Q,J (55) 

其中表示由算法 L 生成的头 W 个组合，即 W 个满足 (3) 的词典顺序 T 最小的组合 

而且(3_表示^个词典顺序下最 大的， 墨 

定理 M 如果4是包含在多重集合 [/={« ，0,1,…，如 * U 中/ V 个/多重组合 

的集合，则 

iaAi > u& f i 且 igA\>\e q s j ( 56 ) 

其中表示 W 个词典顺序下满足 (6) 的最小多重组合4 - d 2 d } , 而么,，表示 N 个在词 
典顺^下最大的 .I 


这两个定理是我们后面将证明的一个更强结果的推论。定理 1 C 




般称作克魯斯 


卡尔-卡托纳定理，因为它是由约 


贝 


克鲁斯卡尔发现的[由理 


贝尔曼 ( R . 


Bellman ) 编辑的 Optimization Techniques (1963), 251-278] 


井由占 


I ;托纳 


( G . Katona ) 重新发现 〖 r 心郎 y o / Gm /7 h ( 图论 )， Tihany 1966，由埃尔多斯 ( Erdh 消 J 


卡托纳编辑的 (Academic Press , 1968), 187-207]; Uj 


鲍 


舒曾伯格 ( M . P . 


Schiitzenberger }^ 


本不大出名的出版物上已经指出它，并带有不完整的证明 


Quarterly Progress Report 55 (1959), 117-118]. 定理闡可追溯到许多年前的 


弗 




索 


麦考莱 (R S * Macaulay )[ Proc . London Math B Soc\ (2) 26 (1927), 531-555] 


c 


在证明 (55) 和 (56) 之前，让我们更仔细地观察这些公式意味着什么 《 从定理 L 我 ffj 


知道 t 由算法 L 所访问的所有缒合中 的头# 个是居于 A 


之前的那些，其中 



n r > …0 


是 W 的度数 r 的组合表示有时这个表示有少于£个非0项，因为 A 可能等于7_1;且 
让我们去掉这些零，而且写 
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现在头⑸个组合^4是{0, “ wl } 的 f 组合； 其次的是其中 d 涵且 
^…<^是 {( K … B - 1 } 的一个 （/ - 1 ) 组合；等等 。 例如，如果 


和 = + “ 卜 G ). 则头#个组合是 

尸奶={43210,…， 87654} U {93210, …， 96543} U {97210,…， 97321} (58) 

幸而，这个集合的阴影容易理解，它是： 

ap^={3210, …， 8765} U {9210, …， 9654} U {9710, …， 9732} (59) 


即当时在词典顺序下的头⑺+⑴+⑴组合. 

换言之，如果当 W 有惟一表示 （57) 时，我们通过公式 

■ 



来定义克鲁斯卡尔函数，我们有 





<K r \ r \ii-V\ 


例如，定理 K 告诉我们，具有100万个边的一个图至多可含 


\4\4\ 



1 (K)9\ 



/ 





470 700 300 


(60) 



个三角形，即至多有顶点 { w , v ， ㈠ 的 47 0 700邪0个集合且《— h — ^原因是由 


习题17, 1000000 = (^ 4 ) + (7),而且边 /V 剛剛〗确实支持 ( ] 1 4 )+( T ) 个三 

角形； W 如果有更多，则这个图将必要地至少有^470700301 = d + d + G 卜 
1000001个边在它们的阴影内$ 


克鲁斯卡尔定义伴随函数 



(62) 


来处理像这样的问题， k 和 A 函数通过在习题72屮证明的一个有趣定律来相 关联: 


M + N ^ 



意味着如果 J />0, 




转到定理 m , a 心和 edj 的大小结果是 
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I SP Nf N / i ， 和 I e 、咖 k ' N (64) 

(参见习题81)，当 7 V 有组合表示 (57) 时，其中函数队满足 



表3示出对亍/和 7V 的小 的值， 这些_数_、人/V以及㈤V 的特性 & 当 f 和/V很大时, 
借助于由高木贞治 (Teiji Takagi) 在1903年提出的外著名函数办)，可以对它们很 
好地求近似值，参见图27和习题8245。 

表 3 克魯斯卡尔-麦考莱函数 ^ 久和 /i 举例 


AT = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

KiN = OIIlIlllIIlllillLIlll 

k 2 N - 023344455556666677 7 7 ? 

k 3 N = 03566 8 9 9 10 10 10 12 13 13 14 14 14 15 15 IS 15 

K 4 N = 0 4 7 9 10 10 IS 15 16 16 18 19 19 20 20 20 23 25 26 26 28 

KbN= 0 5 9 12 14 15 15 19 22 24 25 25 28 30 31 31 33 34 34 35 35 

M_』■ T 「_ - - — -^ ■■•■■■■■■■ ■■圓 

AiAT= 0 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66 78 91 105120136153171190 
A 2 AT ^0001 1 2445 7 10 10 11 13 16 20 20 21 23 26 30 
A 3 JV= 00001 1 1 2 2 3 5 S 5 6 6 7 9 9 10 12 15 

A 4 AT^ 0 0 0 0 0 1 i 1 1222334666677 
A 5 iV= 00000D11I112222 3 33445 

fiiN = 0 1 1 1 1 1 I 1 I 1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 

糾 N = 012233344445555566666 

fx^M - 0 1 2334 5 5666 788999 10 10 10 10 
^4^= 0 1 2 3 4 4 5 6 7 7 8 9 9 10 10 10 11 12 13 13 14 

叫 = 0 1 2 3 4 5 5 6 7 8 9 9 10 11 12 12 13 14 14 15 IS 


定理 K 和 M 是由王大伦和王 (杨) 平 [SMM JApplied Math . 33 (1997), 55-59] 发 
现的一个更一般得多的离散几何定理的推论，我们现在来研究它。考虑其元素为 

整数向量 ^=(1, …， a:J 的离散打维圓环体 H 叫，”、叫)，丘有 0< i < m ]， …， 0 < x n < m nt , 

我们像在等式 4 H (2) 和 4,3.2 - (3) 中那样定义这样两个向董的和与差。 

mod -% ( x n ^- y n ) mod m n ) (66) 

X 一 y=((A - y .) mod m , T …, ( JC „ - y „) mod m n ) (67) 

通过说 x 当且仅当 

v ; v < vy 或 ( v : t = vy 和按词典顺序 a >; y ) ( 68) 

我们也在这样的向量上定义所 谓交叉 次序；这里和通常一样， 一， xj = x t + … 

例如，当时，在递增的交叉次序下的12个向量是 

000, 100,010,001，110,101,011,002,111,102,012,112 (69) 

为方便起见、这里省略了括弧和逗号。在 r ( m t , …, mj 中，…个向量的补为 

x =( m L - 1 - x Ll ”、 m n - 1 - x A ) 


( 70 ) 
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^sAT-JV r{x) 



图27以高木贞治函数近似一个克鲁斯卡尔函数 
(右图中的圆滑曲线是习题80的下界 ) 


注意成立3且仅当 J 匕^因此如果 rankW 表示在交叉次序下居干 A 之 
前的向量个数，则有 


rank(jc)+rank( x )=T - 1 , 其中 r=;ni … ' 


(71) 



我们将发现，把向量称作“点”和以递增的交叉次序来命名点 、 LG ,是 
方便的 4 T 是在 (69) 中我们有6 = 002、以及一般地注意 

e L - 100--*00, £2=010…00,…， e n =000-»*01 ( 72 ) 

这些是所谓的单位向量，由最小 N 个点组成的集合 


iS」v ―^ 




称为一个标准集合，而且在特殊情况^=«+1之下我们写 

£={e 0 ,^ 1 ,… ， }={000…00 ， 100…00, 010 .’00 ， -.%000.“01} (74) 

点尤的任何集合有一个由以下规则定义的散布 t 、 核 f 以及对供 X : 

X + ={jcH5 r l x&( 或 jc 一 q E X 或…或 Jr 一 E X} (75 ) 

r ={jcGS r l JLjc+aGX 且 … 且 ; (76) 
X^{xes 7 \ jc } (77) 

我们也可代数地定义 X 的散布，并写 

X + =X+E (78) 


其中 x + r 表示{奸卢£足 Ejei^ 显然 

；r 当且仅当 (79) 

通过多少有些随机的圆环体状的安排 I 3 , M，I 5 , 22 , 25}, 町以 

图示在二维情况下 m 2 =6 的这些记号的情况，从图形上看，我们有 
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这里在头两个框图中的 X 由标记为•和。的点组成。 JT 仅由。组成，而; T 由诸+和诸 
•和诸 。组成 • 注意，如果我们转动 I 。和 X “的框图180°，就得到对 TJT 和 X •的框图 & 

但有(*，。，+,〕分別地变成 (+, ， •， 。)；而且事实上一般地 

T - X *\ X + = X ~^ (81) 

成立 （见 习题 86), 

现在我们已准备好来论述王大伦和王 （杨） 平的定理。 

定理 W 令 X 是离散圆环体7\叫， … ，叫)屮 W 个点的任意集合， 这里叫 < — 

m\xi> |s;|ain< |s;|, 

换言之，标准集合心在所有 w 个点的集合中有最小的散布和最大的核心 D 我们 
将证明这一结果，通过首先由弗 • 约•威*惠普尔 ( F , W , JL Whipple ) 证明定理 M 时 

所用的以下一般方法 [/Vd London Math . Soc . {2) 28 (1928), 431-437], 头一步是 

来证明标准集合的散布和核心是标准的。 

引理 S 有函数《和0使得 ％ p 

证明我们可以假设令 r 是使匕的极大值，并令 o / V = r +] ; 我们必须证 
明对于 0<9< r , % a 假设…， 和匕 - y -( yi , ^ ), 并令 * 是使\>0 

的最大下标。由于 yEK , 因此有下标/使得 ry - A 即可，而习题 
88就做这件事 3 

从 (81), 对于 j 8 W = r - a ( F - A 0, 第二部分就得出了，因为 I 

当 / i =1 时，定理 W 是显然的， 所以通 过归纳法我们假设在 n - i 维中它已被证明 
了。下一步是把给定集合 X 压缩到第 * 坐标的位置，对于0<«<叫，这通过把 X 分划 
成不相交集合 

X k (a)^{x&(\x k ^a} (82) 

来做，而且以 

X k (a) = {(h ，…， Sw a, \ " *»5 PI ,| ) l (Ji > …， ( 83 ) 

来代替毎一个& ( a ), 这是一个具有相同元素数的集合.（ 83 )中的集合 S 在 0-0 维 
的圆环体 r(w, ， m t u 队)中是标准的。注意，我们有 (1, …, &_■，£?， 心, 

(%， y *-,, a , …， h )， 当且仅当 ( A ， … ， u … …， (>v … 

…， ％); 因此， A ■⑷⑷当 R 仅当使得(〜 …，; OEX 的 0-1) 
维点 Ul, … .A l ， A + i , …，"^上当把它投影到 - 1) 维圆环体时， 是尽 0 /能小的9我 

们令 

C^ = X ； (0) U X ； {1)U U X^-l) (84) 


是在位 St 中 X 的压缩 。 习题 90 证明了以下基本事实，即压缩不增加散布的大小: 

M ^ rl < k<n 
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m > l(CM (85) 

其次，如果压缩改变 X ，它以较低阶的其他元素来代替某个元素.因此我们仅对于 
完全被压缩（并且对子所有 it 有 X = C 4 X ) 的集合 X 需要证明定理 W 。 

例如，考虑^=2的情况 . 在二维中的一个完全被;玉缩的集合的所有点向它们的 
行左边和向它们的列下部移动，如同在 n 个点的集合中 


或 


这些框图中最右的是标准的，而且有最小的散布。习题91完成在二维中定理 W 的 
证明 a 

当心 2 时，假设於(七 ，…， 且易 >0 。 条件意味着，如果 

勺 I ， 则我们有对于 t 的三个值应用这一事实告诉我们，每当 0< i _< i 时 

x + e 厂 A & C 。 结果，対于 

X n ( i 3) + £ w (0) £ - 1) + e n (86} 

其中 mm , 且瓦 (0) 是集合 { e ,， …义 _ J 的一个很好的缩写。 

令（⑷ 有凡个 元素.使得^1 X 1=^+%+ … +兄」，而且令于是 

Y n ( a ) = ( X n (( a - l ) mo 6 m )^ e n ) U ( X ft («)+£ R (0)) 

在^*_1维中是标准的，而且 (86) 告诉我们 

N m .,< pN^ 2 <N m . 2 < - ^N 0 < N,< a N, 

其中 a 和 0 指的是坐标 1 到因此 

+ ⑴ l + ll ； (2)l+ … 1)1 

= o / V 0 +乂 十 nN m _ z 兰 a / V 0 + N - A ^, 

现在定理 W 的证明有一个漂亮的结论 6 并假设 IZ fl ( a ) l = J ^， 我们要来 

证明 IX 1> IZ + I , _ 

aN ^ N - N m ^ > aM ,+ N - M m , (87) 

因为上一段的论证既可应用到 Z 也可应用到 X 。通过证明 和凡 > M e ，我 
们将证明(87)。 

使用 0-1) 维的 a 和 J 5 函数， 我们定义 

h - H -aN^^,N ； = aN^N^ciN ； ( 88 ) 

N ^= N „^= fiN ^ N ^ ^ N ：_^ / Wl 2 (叩) 

则对于 0< a < m , 我们有 W < iV .< N ： , 而且由此得出 

iV 、+ ⑺十… + A^_ S <? V < AT ，… + A /二 (90) 
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习题92证明，标准集合 Z .恰有％个元素 R 对于毎个 a , 第〃个坐标等干 
而且由 a 和办之间的对偶性，标准集合^ = S ~,. 类似地恰有^个元素且有第 v 


坐标^因此最后 


K-[ -IZ n (m-i)l> IZ ： (m-l)h 
M 。 -IZ n (0)l< I Z ； (0) 1= % 

因为由 (90), z r czcz ,r 0 由 (8 i ) 我们还有 un < iz & u I 


现在我们匕经做好/证明定理 K 和 M 的准备，事实上它们是适用于任何多重集 
合的克菜门兹 ( Clemems ) 和林德斯特洛姆 ( Lindstram ) 更 一般得 多的定理的特殊情况 
[ i . Combinatorial Theory 7 (1969), 230-238]; \~24 

推论 C 如果 A 是包 含在多重集合 * 0, ^， U …山- rf } 中的 # 个 f 多重组合 
的一个集合,其中则 

1从1>13/^1 和 \ QA \>\ GQ Ns \ (91) 

其中/ V 表示 f ； 的 iV 个词典顺序下最小的多重组合忒…达而且2+表示/ V 个词典顺 
序下最大的。 

证明 C / 的多重组合可以表示为圆环体 7 Xm 3 , …， m „) 的点 a … a , 其中心办1而 

+ 我们 令七为 的出现次数，这个对应维持词典顺序。例如，如果 

"={0,0,0, 丨 ，1，2,3}， 則它的 3 多重组合在词典顺序下为 

■ 

000, too , 110 ,200, 210 , 211 ,300,310,311,320,321 (92) 

fflfi 且对应点 A x 2 jt ; 为 

0003,0012,0021，0102,0111,0120,1002,1011,1020,1101,1110 (93) 

令7；是有权 A + … +\= k _ 的圆环体的点，則 t 多重组合的每一个允许的集合 A 是7： 

的一个子集 。 其次，而且这是要点， 7； ur E 11 — 1(7；. 1 1)4的散布是 

( r 0 U 7； U -.- UT ^ UA ) + = r ； Ur U … U 7^ [ Ja + 

= 7 ； U7；U … U7 ； Ue4 94) 

于是上阴影 eA 只不过是 ( r D ui U … UT ；_, UA )+ n 7； … 因而定理 w 实质上告诉我 
们 Wl = w 意味着 | G ^： He ( U 7；)|, 其中 AHnu … U 7 U 。 因此由交叉次序的定 
义， S_n r x 由词典顺序下最大的 JV 个 r 多重组合（即仏）组成 0 

由取补现在就得出的证明(参见习题 94) & | 

习 题 

UM 2 J ] 试说明为什么戈罗姆布的规则⑻使所有集合 { C] ， … ， …, rt- 1} 惟一地 
对应于多重集合{〜「} £ { 00 * n - t }^ 

2+IM] 在 il x 13 的栅格中什么通路对应于二进位串 (U)? 

► 3, 12/] ( 罗 - 罗 - 菲尼彻尔 (R + R. Fenichel) T 1968,) 试证明， J 分成 m 个非负部分的合 
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成…可通过一个简单的无循环算法在词典顺序下生成。 

4. [76] 试证明， s 分成 /+1 个非负郎分的每一个合成 仏…％ 对应于 r 分为 J +1 个非负部分的 
一 个合成^在这个对应之下，什么合成对应于10224000001010? 

► 5.[20] 什么是生成下列不等式组所有整数解的一个好方法？ 

Q ) ^ _ | - ^ X t . > (1 ， 5 f 奇数时 f 

b ) n»x s »x t .,»■'■ »x 2 » x ,»0, 其中意味着办+2。 

6. [ A /22] 算法 T 中的每一步骤被执行的频率如何？ 

7. [22] 甙设计一个算法，它以递减的词典顺序(参见习题(5>和表 1) 跑遍“对偶”的组合 
k , …咏， 和算法 T 类似，你的算法应当避免多余的陚值和不必要的 査找。 

8 JA /21 试设计一个 算法， 它以二进位串形式按词典顺序生成所有(^/>组合1 
假设^>0,总共的运行时间应是 

9. \ M 26\ 当以词典顺序列出所有 k f ) 组合 A 叫时， 令 2 Ap 是在相邻的串之间位变 
化的总数。例如， A 33 =25, 因为在表1的20个串之间分別有 

2+2+2+4+2+2+4+2+2+6+2+2+4+ 2+2+44-2+2+2=50 


个位的变化。 

a) 试证明当 sf>0 时心 r )+ A if ^ u + A ni }f , 当 j/=0 时心 =0 D 

b> 试证明4<2匕| 


► 10, 121] 垒球的“世界联赛”传统上是这样一个竞赛，其中美国联盟冠军 ( A ) 和国家联 
盟冠军 （ N ) 对垒 t 直到它们中的一个队战胜对方四次。列出所有可能的结局 AAAA . 
AAANA ， AAANNA ， …， NNNN 的一个好方法是什么？什么是对这些结局 K 予连续整数 

的一个简单方法？ 

1 M /9] 在20世纪初，习题〗0中的哪个结局最经常出现？哪个结局从未出现过？[提示: 

世界联赛的比分可在因特网中很容易地找出^ ] 

12. \ HM 32) 在加法 modulo 2之 T 封闭的 /t 个-:进位向 ft 的一个集合V说是一个二进制向 


量空问。 


a ) 试证明对于某个整数每一个 这样的 V包含2个元素，而辽可以表示为集合 


a , |0 < x Vi x t < \ 其屮向最屮，， ' a , 形成 


1 " - " a 


个 



有如下性质的典范基底 


(canonical basis): 有 {0, 1,1} 的?组合<：,… c : c lt 使得如果％是二进制 向景 〜 u -a^a 
我们有，对于 k<t, a kr - \j-k]\ 对于 0<^<c o 1 <k<,t, a kt =0. 


例如，对于 H 



4以及6 4£ ^^764]的典型基底，有一般形式如下 


a 2 =+00 *10000 

a 3 =*0 1000000 

a^l 0000000 

共有 2* 种方法通过以0和/或1来代替8个星号，而且这些的每一个都定义-个典范基底。 
我们称 f 为V的维数。 
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b ) 对于 n 个二进位向量，有多少可能的 r 维空间？ 

c > 试设计一个算法来生成维数为/的所有典范基底(印， cO , 提示：令相关联的组 


合 c f 像在算法 L 中那样按词典顺序增加 


Q 


⑴当^ —4 时，通过你的算法访问的第1000 000个甚底是什么 
13. [ 25 ] 长度权数(和能源 r 的一维艾辛 ( fsitig ) 私置为这样的二进制串 




Bp Sj-o a j 


* t 


和 2 m b 


y 


其中办 






e 


例如， h +”％=1100100100011 有权数 6 和 


能源 6, 因为… i ^ OKmOUOOlO 。 

给定 《， f 和 r , 试设计一个算法来生成所有这样的配置。 

14, [ 26 ] 当以词典顺序生成0, f ) 组合的二进制串1，…时，我们有时需要改变2 
minb . 0个二逬位来从一个组合获得下一个例如，表1中01〗100之后是1000】 K 因此我们 
显然不能希望通过一个无循环算法来生成所有组合，除非我们以某个其他顺序来访问它们。 

然而，试证明，如果以如下的双電链接表来表示每个组合，有一个在 0(1) 步内计算一 
个给定组合的词典顺序的后继的方法:对于 0 <j < n ， 有数组/[0]， ㈤ 和 咿]，咖1使得 
心 L /1 W 。 如果^。=/[0]且对于 0<>< n ， 〜=/[〜—]，则对于0 <)<；!， a y =[\> j ]. 
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15. IM 221 使用以下事实，即对偶组合 I …以颠倒的词典濑序出现，来证明 
和 &).“■+{?).(?) 同和有一个简单的关系。 


16. [ M 21 ] 当/是 ( a )2, ( b )3, ( c )4, ( d )5, < e )】000000 时，由算法 L 生成的第 ItK ) 万个组合 
是什么？ 

17. [// M 25] 给定计算组合表示 (20) 的一个好方法是什么？ ^ 

► 18- [ 20 \ 当像在习题2.3.2-5中那样，以右儿子”和“左兄弟”指针来表示二项式树 r n 
时，我们得到什么二进制树？ 

19 . 121 ] 代替像在 (22) 中所示的那样来对二项式树厂的分支进行标号，我们可以用它对 
应组合的二进位串来对每一个节点进行 标号。 


0000 


0001 



0010 


D10U 



0011 


0101 


0110 


Dili 


1000 



1001 


I0IQ 


1100 


/\ 


101 i 


1UU 


1110 


11 


如果用这种方式已把 [标 f 号，就去掉前导零，前根順序和二进制记号的通常的递增顺序 
是一样的；所以第 100 万个节点结果是 m ] oiooooiooomni Q 但在后根顺序下 K 的第 ito 

万个节点是什么？ 

20. [ M 20 ] 试求生成函数 K 和 h 使得算法 F 拾好求 [， jg ( z ) 个能行的组合并且恰好 Sr - 


&】共[1的：>次* 

2 MM 22] 试证明交替组合律(30)。 

22. [ M 23 ] 当 f 是 ( a )2, ( b )3, ( c )4 T ( d }5, ( e )1000000 时，由算法 R 所访问的第 100 万个转 
动门组合是什么？ 
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23. [ M 231 假设在步骧 R 1 中通过置我们增广算法 R， 而且如杲 R3 直接转到 R2 则 
W 卜 L 试求/的概率分布以及它的平均值。关于算法的运行时间这意味着什么？ 

► 24. [ M 25 ] (威 * 哈 ■ 佩恩，1974, ) 继续上一道題，令 A 是由算法 R 在进行第纟次访问时/ 
的值，试证明并说明如何通过利用这个性质使这个算法无循坏。 

25. IM 35 ] 令^^1和<一«是通过转动门方法，即算法 R 生成的第； V 次和第 ； V _ 次组合 ， 
如果集合 …, Ca ， C|} 有 mX ) 个不在中的元素。试证明 I . 

26, [ 26 ] 如果我们仅抽取这样的 n 元 Sit ,…‘使得⑷〜十 ■+ a l + aFf ， ( b ){ a n .^ -% 

■ 0.^ ■ U 2>, 试问三进制反射格雷码是否有类似于转动门格雷码 r,. 的 性质? 

► 27, [25】仅用类似格雷码的转换 0〜1 和01«10, 试证 明有一个简单的方法来生成 {0, L 

… n - U 的至多 f 个元素的所有组合。（换言之，每一步应是或插人一个元素，或删去一个元 
素，或移动一个元素±1次。 ） 例如，当 n =4 和/=2时， 

0000,0001,0011,0010,0110, 0101. 0100,1100,1010,1001,1000 
是一个这样的序列 提示： 考虑中国环。 

28. [ M 2 !] 真 或假： 在位串形式下的0组合 in% 的一个表是在广义词典顺序下， 
当且仅当对应的下标形式表匕”丸 M 对于0 而言) 和(对于！而言)都在广义词典顺序下。 

► 29, [ M 28 J (菲■约 ■ 蔡斯，）给定符号+，-和0的一个串，说一个 R 块是以0居前和后边 
不踉有 - 的形如 ^ +l 的一个子串；-个 L 块是后边跟着一个0的形如的子串 $ 在两种情 
况下，都有（>0。例如，在格雷码形式下，串陟 0 ++ - + +goooB 有两个 L 块一个 R 块。注意这 
些块不能重* 。 

每当至少存在一个块时，我们形成这样一个串 的后继 如下：如果最右块是一个 R 块. 
则以 - V 0 来代替最右的否则以 0+ w 来代替最右的如果有的话，还对头一个 

符号取负，它出现在已被改动的块的右边.例如： 

-0t>o++ —^ '0000+^ ^ *°S 3 Q-^ -0+--QO -o(^b+ ~+ -00++— 

这里记号意味着/3是 a 的后继。 

a ) 什么样的串无块(因此无后继 

b ) 能否有一个串的循环使 A — % —…广％? 

c ) 证明如果 -« Q 这里 意味着 “对所有符号 求负”（因此 每一个 
串至多有一个前驱)。 

d ) 试证明如果 « ，一… - a 且^>0,则串 oOfl % 不能在相同位 S 中拥有它 tf 的0。（因 
此如果 ％有1 个符号和 f 个零，则 A 必定小干 

e) 证明有 s 个符号和 f 个零的每个串 0£ 恰属十一个链％ a [ t+1 )-i a 

30i[M32] 上一道题通过映射+—0， -40 以及 0 4], 定义 i 方法来生成 〗 个0和 f 
个1的所有组合，试证明这些方法中的每一个都是同族的广义词典顺序，可由一个适当的递 
归式定义。蔡斯序列 (37) 是否是这个一般构造的一个特殊情况？ 

31 . [ M 23 ] 在 (a ) 位串形式和 ( b) 下标形式 d Q 中，有多少个广义词典傾序的 

h f ) 组合表？ 
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卜32.[紹 2] 有多少组合串* W， 斗兔的广义词典_序表⑻有转动门性质？ （W 是间族的？ 

33. [ HM 33 ) 在习题 31(b) 中的广义 i 司典顺序表中有多少是近乎完美的？ 

34. [AfJ2] 继续习题 33, 试说明 _ 当都不 太大时 ，在 “不完 美的”转换的 

个数为极小的意义 F， 说明如何来求尽町能近乎完美的方案？ 

■ 

35. [ M 26 ] 蔡斯序列 C# 中有多少步使用不完美的转换？ 

► 36. [ M 21 ] 给定在位串形式下的组合的任何广义词典顺序下的一个方案，试证明方法 

(39) 在生成所有(0>组合^&时，恰好执行了 H -1 次卜 的操作 5 


► 37. [27】在 ( a ) 词典顺序, (b) 算法 R 的转动门次序，以及 ( c >(3〗) 的间族顺序中， 当 一般的 
广义词典顺序方法被用来产生 h f ) 组合 1., … A 〜时，算法的结果是什么？ 

38_[2~对于颠倒的序列 ,试设计如同算法 C 的一个广义词典顺序的算法。 

39 . IM 2 I ] 当#12和/ = 14时，在蔡斯序列中，居于位串丨〗00丨0010000 

Lll 11101101010前的组合有多少？ 

40. [ M 22 J 当 j =12 和 f =14 时，在蔡斯序列 G 中的第100万个组合是什么？ 

4 h [ M 27 ] 试 证明有一个非 负整数 的排列 r (0>, c ( l ) f c ( 2 h 使得蔡斯序列的元素, 
可通过对于 0 U <2 〜和有权 v ( ca >)：^ 的元素 c 你最低有效的 州个二 进位取补得到 g (作为结 


果，因此序列汽 0), 包含使得 s+wi 的所有 C s ， 就如同格雷二进制码 g(0) 




包含所有转动门序列1； ( 一样* )试说明如何从二进表示4= (•七 来汁算二进表示 40( -- 





42. [ HM 3 A ] 试用形如 Z ,., 心的生成函数来分析算法 C 的每…歩 4 

43. [20] 证明或否定：如果 4Jt) 和 pOO 分别表示在 （ ‘偶数递减奇”顺序齐的 JC 的后继和前 
驱， 则 1 )=Kr)+U 

► 44. [从2/1令表示通过勾销掉具有 q =0 的所有组合、然后在剩下的组合中以 k - 1) 


kM (c 


- 1) 来代替 q + 

45- [ 32 ] 利用 



而由 C, (n) 得到的序列 g 试证明 C (〃) _ 1是近乎完美的。 


俏数递减奇 


和在 <44) 中所勾勒的扩展，来生成使用一个非递归过程的 


蔡斯序列 C W 的组合 C- ca , 

► 46. [ 33 ] 对于蔡斯序列 C, 的对偶组合 iv __6 2 6 B ， 即对于在 w 
试构造一个非递归的算法。 

47. [26] 试实现 (46) 和 (47) 的近乎完美的多重集合的排列方法 



4中的诸零的位置， 


48. [ M 2 J ] 假设‘心 


v ri. n 


是多重集合 {s 




1， 


■ ■ a- 


心 ■ 


CO 的排列的任何表，其中 A 和 


0^通过交换两个元素而不同 


fr 


令 A" 


4 -h 




謹 •¥ 


+ S d ,且 M: 


■f+/ 


& 


则令 、为以 a, T 啟开始 


是 f> 组合的任何转动门的表，其中择V f=s,. 
并且应用转动门交换得到的 M 个元素的表；这 


里0表示在保持左右次序下*通过以《的元素代替 JS 中的1得到的串。例如，如果氏 
比 -] 是0110, 0101, 1100, 1001，0011, 1010,而且如果％=12,削 A, 是0120, 0102, 1200 

1002, 0012, 1020。（转动门表无须是同族的， ） 

试证明表 (47) 含 O。- 0,心 . 心的所有排列,而且相邻的排列彼此通过两个5 

素的交换而不同， 




1, 


■ ■ ■ 


A 的所有排列，而且相邻的排列彼此通过两个元 


如果 #是1 的第 m 个本原根，例如 



,试证明 
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50. [ HM 25 ] 把上题的公式推广到 兮多项式系数 


/n, + …+ n t \ 

I 

〈《 A j 


51. [25] 试找出下图中的所有哈密顿通路：图的顶点是通过相邻转置而相关的 

UU 1} 的排列，在0和1交换和/或左右反射的操作下哪些通路等价？ 

52 . [ M 37 ] 推广定理试求"多重集合{知 ■ 0,…，心❸的所有排列可通过相邻转置 A 

生成”的必要和充分条件 * 

53. [ M 46 ] (德•亨 • 莱默，1965。>假设心0,…，〜 </} 的 iV 个排列不可能由一个完美 
方案生成，因为它们中的(&炸2有偶数个反演，其中对于 l < t < A ^ x - l , 通过 A / u - 
2个相邻交换气的一个序列，是否有可能来把它们全部生成出来？其中 J -! 个情况 
是通过把我们带回到我们刚刚见到的排列的\ =匕 3 的“鼓励品' 例如，对于 {0,0, ],2. 

2>的90个排列的一个适当序列 6 r "、， 其屮,如果我们以心〜么心〜 
£3。=：221100开始，则它是23453543252345 1(142(^5 la 42 Wa 4， 其中 of =45352542345355 。 

54 + [ A /仰】 除了相邻交換外，如果我们允许绕末端的交换,对干什幺样 
的^，和/值，能够生成所有的 (^0 组合？ 

. 55. [ JJ ] (弗朗克，拉斯基，2004, )(&)证明通过逐次的转动0 / 心 ] ，_0 0 -1 1 + %4，可以 
有效地生成 (h f ) 的所有组合…％ （ b ) 当 j + f <64 时，什么 MMIX 指令将使 


成为它的后继？ 

56. [ M 49 ] (巴克 ( Buck ) 和威德曼 ( Wiedemarm >， 1984, > 通过 屯复 地把叫同某个其他元 

素相交換》能否生成所有0组合■■■<?， < V ? 

P 57 J 22 H 弗朗克 * 拉斯基， ） 一次只改变一个手指头，一个钢琴演奏者能否跑遍所有可 
能的4音符，它至多跨过一个八音度？这是生成所有这样的组合 c 〜使得〃 > q > … > tl >0 
和 Ccvm 的问题，其中 r =4 且⑷如果我们仅考虑一个钢琴的白音符,则相=8, «=52, ( b ) 如 
果我们也考虑黑音符，则邮13, n =88 e 

[201 附加以下条件，考虑习题57的钢琴演奏者 问题： 弦不涉及相邻的音符。（换& 

之，对于 ^ +! > c ; + l 0 这样的弦趋向于更和谐 & ) 

59. [ M 25] 对干4音符钢琴演奏者问题，是否有一个完美的解？其中每步移动一个手指 

头到一个相邻的键上。 

60. [ 23 ] 试设计_个 算法来 生成所有有界的合成 

t = r t + *+7-,+^, 其中对于有 

61. 〖％]试证明，通过在每步中仅改动两个部分，可以生成所有有界的合成 u 

. 62. [ A /27] —个搞 然性表是非负整数的一个 m x / I 矩阵 > 并 H _ 有给出的行 

和 r i = a ij 与列和 S 33 2 > ] a v ，其中卩+…+~=4+…+匕。 

a ) 试证明2 x ri 偶然性表等价于有界合成 a 

b ) 当以从左到右和从顶到底的行方式来读矩阵的条目时，即以 …，心，〜，…， 
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O 的顺序读时，对于 ( ri 丄什么是在词典顺序下最大的偶然性表? 


c) 当以从顶到底和从左到右的列方式来读矩阵的条目时 f 即以 (a 


II 


°21 


T 




的顺序读时，对于什么是在词典颛序下最大的偶然性表? 


d) 在以行方式和以列方式 读时， 对于 






.c- 丄什么是在词典廟序下最小 


的偶然性表? 


e) 试说明如何在词典顺序下生成对于(〜 

63. [ M 4 J ] 试证明对于 <r t , … ， r m; l …， 


■- + 


r m ; c ,. 


的所有偶然性表? 


d 所有偶然性表町以通过在每步中恰好改变 


矩阵的四个条目来生成 




► [MJfl ] 只使用变换 0-1, 对于所有具有$个数字和 f 个星号 
的子立体，试构造一个广义词典顺序的格雷循环。例如，当时这样的一个循环是 


(00** , 01.*，0增1*，0 ㈣ 1, 0牛丰0, 0*0*, *00*, 

本本 11, **10, *1*0，傘1*1，*11*，孝 10*，1寧0孝 


*01 * , *0 * I , 

,1**0， I ** 1 


*0*0 - **00， **0!, 

， 1 宰1 * ， 11**, 10本*) 


65. [ M 40] 在习题64中只使用被允许的变换的子立体上，试枚举广义阗典顺序格雷通路 
的总数。这些通路中有多少是循环的？ 

► 66. [22] 给定力>/>0,试证明在每步中只改变一个二 进位， 有一条格雷通路通过习题 
12的所有典范基底 q), 例如，当『3和 P2B+, —条这样的通路是 


001 101 101 001 001 011 Q10 

(no’ mo 1 no ， no' loo ， mo’ ioo 


67. 146] 试考虑习题13的艾辛 StlS, 对于它有叫=0 # 给定^ r 和^对于其中所有变换 

都有形式少1*-10 4 或0】*^1*0的这些? [ ；置，是否有一个格雷循环？例如，在口5, r=6 

的情况下，有惟一的循环 


(010101 110,010110110, 011010110, 011011010, 011101010,01011 1010) 

68, IM 叫如果 a 是一个 f 组合，什么是 (a)aw? (b) a j+1 a? 

► 69」 [Af22] 粗 合的最小集合< 对于它有 IMkL4l，A 有多大？ 

70. [M25] 对于 W>0, W 的极大值是多少？ 

71. [ M 20] 有100万条边的图能有多少【团组？ 



72, \ M 22] 试证明，如果 W 有度数 f 的组合表示 (57), 则每当況 时，就存在一个容 


易的方法来求出补数 M 


J'+f 


N 的度数 s 的组合表示。 


73. [ M 23] (安，约■威*希尔顿 (A. J, W, Hilton), 1976, >令4是 J 组合的一个集合，而 


6是/组合的一个集合，两者都被包含在 t/={0 5 




卞 


n 


I ) 中，其中试证明 T 在对于所 


有 aeA 和碎石时的意义下，如果 a 和朽是 穿插相 交的，则在定理 k 屮定义的集合 

和也是，其中 M=L4lflJV=ISU 

74. [ M 2 I ] 什么是在定理 K 中的 | e/g 和 |0 0J? 

75. [M20] (60) 的右边不总是 KjV 的度数 (f-1) 的组合表示 T 因为 v-! 可能为零。然而 t 

试证明，如果我们允许在 (57) 中有则一个正整数/V至多有两个表示，而且按照<60)这两 
个表示产生相同的 k ,JV 的值。因此对干 
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76. IM 26)】 对子 K ( N +1)- kN 、 试求一个 简单的 公式， 

► 77 JM 26】 如果不假定定理 K , 通过二项式系数相乘，试证明 Kli 数的以下性质： 

a) k , (A/+AO < ^ jVo 

b ) K f ( M + N ) < max(*C Af , 

提示： p )+ “+(r 

和八表示极大和极小 a 

78, [财22〗试证明在上道习题中，定理 K 很容易从不等式 ( b ) 得出。反之，两个不等式都 
是定理 K 的简单结果 D 提示 ：I 组合的任何集合 A 可被写成如隼+ 40 ,其中 A ={ o &4|0 茫 

79. [ A /2 J ] 试证明如果0 2，我们有财>^~当且 K 当 } M > N b 

8 M // M 26] (拉，罗瓦斯泽 ( L . UMsz )， 1979。 )当又从 f - 1增长到®时，函数单调地 
从◦增长到》;因此我们可以定义 




K 证明对于所有整数?>1和 JV >0, K f N > KN . 提示：当; c 是整 数时， 等式成立。 

BL [ M 27] 试证明定理 M 中极小阴影的大小由 (64) 给出， 

S 2, imW 】 对于 0< x < i , 图27的髙木贞治函数由公式 




定义，其中 以 / X-lf 1是等式7.2.】.卜 (16 啲拉德马彻函数 3 

a ) 试证明 TOO 在区间[0, 1] 中是连续的，但它的导数在任何点中不存在。 


b ) 试证明 t(x) 是对于 0 O < U 满足 irfU =7 [ 1- ^； = + 的惟一连续函数* 


0 .如很小时，办)的渐近值为多少？ 

d ) 试证明当 x 是有理数时， t ( x ) 是有理数， 

e ) 试求方程 tCv >= W 2 的所有根。 

0试求方程 J TOO 的所有根。 

83, [ HM 46 ] 试确定使得方程 r ( x)= r 有不可数多个解的所有有理数 r 的集合/?。如果 rU ) 是 
有理数而 1 a 是无理数，是否为真？（警 告： 这个问越很容易使人着迷。 ） 


队[册《7〗如果 


，对于 o </ v < r , 试证明近函数 


K t N - N ^ 



85, [ HM 21 ] 把函数和叫 N 同髙木贞治函数片勾关联起来^ 


12 生成所有可能姓 


185 



86, [ M 20] 证明散布/核心对偶性定律，即 X 〜 

87. \ M 2 J ] 真或假： （ a)xc K 当且仅当厂 ( b)X 


X ； ( c > aM <； V 当且仅当 


M<^N 


88. \ M 20] 通过完成引理 S 的 t 正明，来说明为什么交叉顺序是有用的 * 

89. [16] 对于2 x 2 k 3圆环体 (69), 计算 cr 和声函数。 

90 JM 22] 试证明基本压缩引理(85)。 

91. [ M 24] 对于二维圆环体 7 V，U < ^证明定理 


92. IM 2 S ] 令 jc 




下 d ■ rn. E (m 


的 


是画环体 r ( m ,， …的第 iV 个元素，而且令 S 是在交叉振序 
", 的所有元素的集合 0 如果对于 0< Mm , S 的愁个元 

中标 


素有最后的分;试证明对于 N m .^NflN a 产紙' 其中 or 是在 T ( w s , 

准集合的散布函数。 



93, [M25] ⑷求这样一个/^的值，对于它而言，当参数 m lT m . 还未被排序成非递 


减顺序时，定理 W 的结抡不成立。彳 b > 在这个定理的证明中，什么地方使用外 
的假设？ 






ft 


94, [ M 2(? l 试1正明推论 C 的 3 这半来自于没这半。 提示： 相对于 f /， 多重组合 (92) 的补是 


3211,3210, 3200,3110, 3100, 3000,2110, 2100, 2000, 1100, 1000 


D 


95.117] 说明为什么定理 K 和定理 M 由推论 C 得出 





96. [M22] 如果 S 是正整数的无穷序列 ( s Cfl 


^2 


■) ，令 


n-l 


(S(n ^ ^[z k \ (1 十 £ +… + f 




因此如果…= 〗 ，则 ('1 是通常的二琐式系数 


0 


推广组合数系统，证明每一个非负整数^有一个惟一的表示 


N 


(Sin^ 


\ 


(S(nA\ 




+ 







/ 


其中 A > n t ^ > ― > n x > 0K{ , 


- v , n { } C { j n 0, * 1, ^ ■ 2, 


…}。使用这个表示来给 


出推论 C 中数 I 的一个简单公式。 

卜 97. [M26] 正文中解释说一个凸多边体的顶点可以稍微地扰动，使得它的所有面为单纯 
形* 一般地 t 包含所有它的元素的阴影的组合的任何集合叫做一个同 单化的复合； 因此 C 是 
一个简单化的复合，当且仅当而且芦 EC 意味着 oeEC , 当且仅当相对于集合包含(:是一 

个理想的序 s 

当 C 恰包含大小为 f 的 M 个组合时，《个顶点 h —个简单化的复合 C 的大小 向士是 (H 

… H 

a ) 当五个规則固体(四面体，立方体，八面体，十二面体，二十面体)的顶点稍微被扭 

动时，它们的大小向量是什么？ 

b ) 对于大小向量 (m 2,0)，试构造一个简单化的复合。 

C) 求使一个给定的大小向董 W 为能行的必要和充分条件 • 
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d ) 试证明…，凡)是能行的，当且仅当它的对偶”向量 （ …,是能行的，其 

中我们定义乂=(：*卜\胃^ 

e ) 列出所有能行的大小向董(凡， M 见)及它们的对偶，它们中哪些是白对偶的？ 
98. [ SO ] 继续习题97,当《 < 100时,试求计算能行大小向-% AU 的个数的一 

个有效方法。 

吸 IM 25) 在下列意义下,即 和 a ， 意味着- 十杂体 (clutter) 是不相 
兼容的组合的集合 C。 一个杂体的大小向 ft 的定义见习题97, 

a ) 求使…， M，} 成为一个杂体的大小向量的必要和充分条件。 

b) 在的情况下1列出所有这样的大小向最。 

► 100. (克莱门兹和林德斯 特洛姆 9 )设/1是一个“简单化的多重复合' 目 IU 是在具 

有性质£3的推论 C 中，多重集合£/的子多重集合的 集合。 当1以=~时，总共的权 

{ MoGA } 可以有多大？ 

101. 【M25] 如果办 3 ，…, U 是一个布尔公式，当每个变最\独立地以 p 的槪率为1时-令 
是/(〜…，幻=1的槪韦 Q 

a) 对于布尔公式 g(w t j :, z )- wxz ^ wyz ^ xyz 和 AO, x. y, z)~wyz V xyz , 计算和 
H(ph 

b) l 正明有一个使得 F(p)=G(p) 的单调的布尔函数 j: t y,z ), 但对于 F(p)=/f(p) 却没有这 
样的函数。试说明…般如何■试这个条件。 

102. [HM35] (弗索，麦考莱，1927。 ） 变量认，…，\ } 中的一个多项式理想/是在加法 

同一个常数的乘法，以及同任何变量的乘法操作之下封闭的-个多项式集合。如果它是由 
一组同族多项式的所有线性组合组成，它称为是同族的，即这些多项式的项全是像 W+f 这 

样有相同次数 d 集合 M 是在/中次数为 I 的线性无关元素的极大 个数。 例如，如果所有 
a ( x n , JCj , x 2 )( j： a jrf - x ,, x 2 ) Jr & x t W 的集合 （ 其中 of 和跑遍 { n ， jt :} 屮所有叮能的 

多项式）,是对于 M=1 t A；=4* ^=9, N b ^ l 5, …的同族多项式理想， 

a) 证明，对于任何这样的理想/，存在另一个理想/_，其中次数 f 的所有同族多项式是 M 
个无关的单项式的线性组合。（一个单项式是变 ft 的乘积，像这样，> 

b) 使用定理 M 和 (64) 来证明对子所有 。 

C) 试证明 A^>M+ n ：, 况仅对有限多个?出 @(U (这个命题等价于由戴维 f 希尔伯特 (David 

Hilbert) 在 [G 汾如 ger A^dindif 印 (1 狀 8K45CM57; Math . Annaten 36 (1890), 473-534] 所证明 

的“希尔伯特基础定理 ' ) 

_ 103, — 个子立体义…化的阴影 # 其中每个义或为0或为1或为*，可通过以0或1代 

替某个 * 而得到，例如 

so*n * d，oi uo, 011 卜0, o* ] ]oo,o*ino} 

求一个集合/V，使得如果 a 是有^个数字和 f 个星号的/V 个子立体的任何集合， wm \> 

^ K/J * 

104, [M4J] —个二进制串〜… A 的阴影通过删去它的一个二进位而得到，例如， 

anooiooio={iooiooio 1 11010010,11000010,11001000, nooiooi} 


7.2 生成所有可能性 
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试求一个集合使得如果 A 是 iV 个二进制串 a …仏 的任何集合，则_1>1/\„匕 

m 5，[ M 20] 对于 {0， K …， n -1}, /纽合的一个万有摘环是个数的这样一个循环，其^ 

个连续元素的块跑遍每个 f 组合…， Of 。 例如， 

(02145061 320516243 152630425364103546) 

是当 r =3 和 n =7 时的 一 个万有循环。 

试证明，除非是〃的一个倍数，否则不可能有这样一个循环。 

106-[岡（路.庞索特 (L Poinsoi ) , ) 对于 {0, 1，…， 2 m }， 求2组合的一个“优 

美”的万有循环。提示：考虑连续元素的差 mod (2 m+ 】）。 

1(> 7 . [ 22 】 （ 奥，特奎姆 ((X Terquem ) , 1849, ) 庞索特定理意味着，传统的“双重6” 集 
合的所有28个多米诺骨牌可以以一个循环来加以安排，使得相邻的多米诺骨牌上的点彼此 

匹配 。 

■麵國 ■■■■ 

■ 1 —M —aiBMii— —BBBMBMHWa 

有多少这样的循环是可能的？ 

108. [ M 3 I ] 当 / r mod 3*0 时，对于集合 {0, + +、"-】） ， 求3组合的万有循环， 

109. [ M 3 j 】 当 n mod 3*0 时(即对于允许重复的组合⑷求 {0 T 1， - 1} 的3多 
重组合的万有 循环。 例如，当^5时 

(00012241112330222344133340024440113) 


是这样一个循环. 

► 11 CM 26] 积分(原名为格里伯吉 ( Cdbbage )) 游戏是用52张牌来玩的一神游戏，其中每张 
牌有黑桃、红桃、 梅花， 方片四种花色和彳 A , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, % 10, J , 0和 K ) 这些 
面值。这种游戏的一个特征是计算5张牌的组合 C ={ C | , gcw ： 4 , Cs } 的积分，其中一张牌 cv 叫 
做头牌 。 积分是如下计算的点数之和，对于 C 的每个子集 S 和々的每种选择，令13=^ 

i ) 15:如果 2 {v ⑷ Ice 幻=15,其中 ( KA ), v (2)， v (3>, …， K 9>， v (10)， v ( J ), MQ >, v ( K ))=( I , 


2, 3,…，110, 10, 10 J 0) 积分两点, 


ii ) 对子： 如果、:2, 而且两张牌有相间的 面值， 则积分两点 D 

iii ) 跑点：如果 j >3 t 而且面值是连续的，而且如果 C 不含长度为的跑点，则积5点。 

iv ) 刷新： 如果 p 4, 而且 S 的所有牌都有相冏花色，而且如果 q #5,则积有和 


其他相同的花色]。 


v > 脑袋瓜: 


如果 f 1， 而且 q 如果这张牌是和^相同花色的 J ， M 积分为 * 



例如，如杲你手上掌提 5* , 50, 60}， rffi 且如果4 ♦是头牌，对于15,积 
分为 4 x 2 分； 对于一个对子，积分为2;对于跑点，积分为 2 x 3; 加上对干_袋瓜的积分 1. 
因此总分为 H 


对于; c =0, 1,2,…，问恰好有多少组合和头牌选择导致 x 点的积分? 


m 
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最后，如果既不对球也不对罐加标号，则这5种可能性就减少到只有3 种: 


每罐的球 


无限制 


< 1 


> ] 


n 个带标号的球 
m 个带标 号的衊 
« 个未标 号的球 
m 个带 号的鏞 
n 个带标 号的球 
m 个未标 号的罐 

个未标号的球 
m 个未标号的嫌 


m 个事物的#1元组 


W 2 个事物的 W 个多重组合 


把 {K …， 埘分成 <所的 

部分的分划 

把/1 分成< W 的部分的分划 



个亊物的〃排列 



个事物的组合 


只鸽 f 进人爪个洞 


只鸽+进人 m 个洞 


把{1， 


， «} 分成 


个有序部分的分划 

把 n 分成彷个冇序部 

分的合成 

把 { 〗 ， } 分成爪 


部分的分划 


把 抒分成 所部分的分 


划 


在本章以前的各节中，我们已经学习过《元组、排列、组合以及合成；在表 


的12个条目中，有两个是平凡的(即同“鸽子 


有关的那些)。因此我们可以通过学 


12种方法考虑当球和罐加标号或不加标号时，以及当罐子可能被有选择地要 


求至少含一个球或至多含 


个球时，所有可能的安排。 


12种方法 



的9种安排中只有2种是可加区别的。如果我们已有3个加了标号的球，则把它们放 
进3个未加标号的罐中，仅有的不同方法是： 


如果罐未加标号，则像 



这样的安排和 


1: 



tf 



实际上相同, 


此原来 




r 1 


:. ri [] ! 


'； || i - i 

4^9 


IT 



1 




Q 9 




n 













一 ■ w 


w 


A is u^y 



(在罐内，诸球的次序予以忽略 h 
无区别的，因此只可能有6种 方式: 


但如果不对球加标号，则这些安排中的某些个是 


7-2,1.4 生成所有分划 

理査德.斯坦利的名著 Combinatorics (1986) 以讨论“丨 2 种方法' 

开始，这是在实践中经常出现的基本组合问题的2 x 2 x 3 数组（见表1)。所有 I 2 个 


斯坦利的基本问题都可以借助于 


个给定个数的球可以被放 


到给定个数的罐中的 


方法来加以描述。例如，如果球和罐都标了号，则把2个球放进3个罐中有9种 方法: 






7.2 生成所有可能性 
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习表中剩下的5个条目来完成对于经典组合数学的研究，这5个都涉及分划， 

让我们以承认“分划” 一词在数学中有许多意义开始。 
任何时候，当把某个对象分成一些小部分时 3 分划 

一词就很可能弹出来 6 

■乔治 * 安德鲁斯 (George Andrews )，The theory of Partitions (!976) 

两个七分不同的概念共享同一个名字：一个集合的分划是把这个集合分成不 
相交的子集；因此 (2) 图示 f { l , 2, 3} 的5种分划 ，即 

{]，2,3},仏2}{3}, {1，3}{2}， {0(2,3}, {1}{2>{3} (4) 

而一个整数的分划是把此整数写成为正整数之和的方法，而不理会其 顺序； 因此 
(3) 图示了3的3种分划 t BP 


3, 2+1， 1+1+1 (5) 

我们将把整数分划简单地称作“ 分划' 而无须任何定性的形容同，而在今后 

将把另一类叫做“集合分划"以示 区別。 两种类型的分划都很重要，因此我们将 
依次來研究它们。 


生成一 个螫数 的所有分划。 《的一个分划可以形式地定义为非负整数… 
的一个序列 I 使得《=£!_+〜 十…; 例如, 7的一个分划有 <3，= a 2 =3 ， a y -\ T a 4 = a ^=- - 0 o 

非零项的个数称为部分的数而为零的项通常被删去^于是当上下文清楚时, 
我们写7=3+3+1或简单地写331,以节省空间。 

生成所有分划的最简单的方法，而且也是最快的方法之一，是以颠倒的词典 

顺序来汸问它们，以开始并以“11一1”结尾。例如，当以这个顺序列出时, 
8 的分划是 


8, 71, 62, 611，53, 521，5111 1 44, 431, 422 ? 4211， 4 II 11, 332, 3311，3221, 

32111, 311111，2222, 22211，221111, 2111111, Illimi (6) 


如果一个分划不全为 I ，则对于某个 a >1， 它以后边跟着0个或多个1结 

尾；因此在词典顺序下，下一个最小的分划通过对某个适当的剩佘以 ^ ir 
代替后缀(奸1)1…1来得到 . 如同约.基，斯+麦凯 ( J , I S . McK ^ y)[CACM 13 

(1970), 52] 所建议的.如果我们记住使仏的最大下标心则这个过程十分有效。 


算法 P (在颠倒的词典顺序下的 分划）假设这个算法生成所有分划七 > 
>a m > 1+ ^ * +a ffl I <m<n 0 

PI .[ 初始化 a 】对于置 a — I 。 然后置叫一0和 m 卜 U 

P2 ■[存最后部分。 ] 置1“/1和 m - 

P3 .[访 问。 ]访问分划… L 如果\ 则转到 P5 e 

P4. | 把2变成 i + l fl ] q - q ~\ , 并返回 P3 (在这一点对于 

g<k < n f 我们有 
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P 5 ■[减 ] 如果《=0则结束此算法，否则置 — a 厂〗， h —; c ， n - m - q ^\ t 

以及 

P 6- [如有必要则复制 A 1如果则返回步骤 P 2 & 否则置 A m - m +1, 

n ^ n - x , 并重复本步骤 a I 


注意如果存在-个2,则从一个分划转到另一个分划的操作是容易的；然后步 


骤 P 4 就只不过把最右的2改变成一个1和在右边附加另一个1而已，幸而，这令人高 
兴的情况是最普通的 D 例如，当 fi = K )0 时，在所有分划中的79%都包含一个 2 a 

当我们要生成把〃分成固定个数的部分的所有分划时，可利用另一个简单的算 
法。以下的方法，它在卡•弗，辛登伯格 (C R Hindenburg )18 世纪的论文中起電要 


作用 1 ⑽ m" Dignitatum Exponent is Indeterminati (Gottingen, 1779) ， 73-91] 


以 


协词典顺序，即在反射序列 A …七％的词典顺序下访问 分划。 


算法 H (分划成 m 部分）假定 n > m >2, 这个算法生成所有整数 m 元组 A 
使得 a , >… > a „> 1且 … s 

HI , [初始化。 I 置仏*"^ — m + I 且对 I Q 还置 广 -1, 

H 2 T [访问。】访问分划 A …然后如果 U 1-1，则转到 H 4。 

H 3, [扭动 a ■和〜 ] 置 a 广 a -1 和 a 广并返回 H 2 a 

H 4,[ 求 ] 置 j — 3和 j — a ]% - I ，然后如果屮>〜一1,则置 p s +心 

并且重复直到 4< a _ - 1为止。(现在 … -U ) 

H 5 .[增加& 4 】如果 /> w , 则结束否则置 jt — 七+1, a 广 x ' j—j - U 

H 6, [扭动 a , …〜]当/ >1 B 寸，置4 “八 s *- s - xtX ^ u ^ j - 1,最后置 n , 并 

且返回 H 2 fl | 


例如，当 n = U 和心 4时，所访问的遂次的分划为 

8111,7211，6311,5411,6221, 5321,4421,4331, 5222,4322,3332 (7) 

基本思想是，协词典顺序通过找使得 a , 可被增加的最小的 j 开始，而不改动‘ 

由此从一个分划 a , 进行到下一个分划。新的分划<… I 1 将有 

以及<+〜+< 叫 +…叫，而且这些条件可实现当且仅当 a , <4-1, 其次，在协词 

典顺序下最小的这样的分划… I 1 有 a /=〜= a /= a / fl 。 

步骤 H 3 处理简单情阳=2,它是迄今为止最为普通的 & 而且其实， j 的值总是 
十分小的；后边我们将证明，算法 H 的总的运行时间至多是一个小常数乘以所访问 
的分划数，加上以⑷。 


分划的其他表示 d 我们已经把分划定义为非负整数的一个序列…且有〜> 
…和 …#， 但我们也可以把它当作非负整数的一个元组…使得 

r,+2 c n ~rt ( 8 ) 

这里 q 是整数^在序列4 A …中出现的次数；例如，分划331对应于 c ,= l , c - 0 , ^=2, 
c ^ c ^ 6 ^=0 e 部分的数目则为 q+M …+〜类似于算法 P 的一个过程可以容易地 
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设计出来，以生成在部分计数形式下的分划 . 

我们已经在诸如等式 1.2.1 (38) 这样的公式中看到含蓄的部分计数表示，它把 

对称函数 



M>d n > ^^d 2 >d\ > I 


表示为 


2 

c { +2c 2 ^ tft ^n c a =n 


sp p 

L f, c ,\ 2 CJ c 2 ( 



( 10 ) 


其中'是对称函数 < + # + … + 4 & <9) 中的和实际上是取遍; V 的所有 /i 多重组合, 

而 (10) 中的和是对于《的所有分划来取的。因此，例如 • + 

而且当 yv = 2 时， 我们有 

x 3 +x 2 y + xy 2 =^(x + y) 3 + 士 U+ y)(? +〆）+ }(/ + 夕 3 ) 


对分划的其他和出现于习题 H 5-21, imO , 119-11, 1.2. HM 2 等当中 a 

由于这个原因，因此分划在对称函数——即一般地在数学中常见的一类函数一 W 
研究中十分重要 4 | 理査德，斯坦利所著的 £ n « mera/ive Combinatorics 2 ( 〗 999>的 

第7章对对称函数理论的高级方面作了精彩的介绍。] 

通过考虑〃个点的一个数组，并且在顶部行有〜个点，在下一 行有〜 个点，等 

等，可以用吸引人的方式来想像分划。诸点的这样一种安排称为分划的费 尔利斯 


框 


，以纪念诺 


麦 


费尔利斯 ( N . 


M , Ferrers ) [参见 Philosophical Mag , 5 


(1853), 199*202] 




而它所包含的点的 


最大平方子数组叫 做德尔 菲方块 ，以 


纪念威 


皮 


德尔菲 ( W . P . Durfee ) [参 


^johns Hopkins Unlv . Circular 2 


a) 8887211 



b ) 75444443 


(1882 年 12 月）， 23] 0 例如， 88872 H 图 28 两个共轭分划的费尔利斯 


的费尔利斯框图连同它的 4 德尔菲 框图及德尔菲方块 


方块如图 28 a 所示6 

当 it 是使得 A > A 的最大下标时，德尔菲方块包含 P 个点，我们可以把 ( 叫做分 


划的逐 （trace 

如果 Of 是任何 分划〜 七…， 它的共耗^^^ …是通过把对应的费尔利斯框图的 
行和列转置而 得到。 例如，图 28b 示出， (8887211)^75444443o 当)3=&时，我们 

显然有《=矿。分划 J 8 有 A 部分，€?有心部分。确实，在 a 的部分计数表示 c „ …1和共 

扼分划■■之间有一个简单表示*即对于 所有/ > 1， 



(II) 
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这个关系使得计算一个给定分划的共轭，或者通过观察来写下它变得很容易(参见 
观6)。 

共轭的思想通常说明了看似十分神秘的分划的性质。例如，既然我们知道 V 
的定义，我们就很容易地看到，在算法 H 的步骤 H 5 的1值，刚好是共轭分划 

(仏… 的第二个最小的部分《因此，在歩骤 H 4 和 H 6 中需要加以完成的平均工作 
董，实质上和最大部分为 m 的、个随机分划的第二个最小部分的平均大小成正比。 
因此下边我们将看到，第二个最小部分几乎总是十分小的。 

而且，算法 H 以它们的共轭的词典顺序来产生这些分划。例如， （7) 的共轭分 

别为 

41111111 42 H 1 II , 422111 , 42221, 431111, 

43211， 4322， 4331, 44111， 4421, 443 ( 12 ) 

这些是 n = ll 且最大部分为4的分划生成 n 的所有分划的一种方法是以平凡分划 

开始，然后依次对于爪=2,3, n 来运行算法 H ; 这个过程以 V 的词典顺序产生所 

有 a (参见习题7) 6 因此算法 H 可以被认为是算法 P 的对偶 

至少有一种更有用的表示分划的方法，它叫做边緣表示 （rim representation ), 

假设以盒子代替费尔利斯框图的点，由此得到如同我们在 5.1.4 节所做的一个表景 
形状；例如。图 28 a 中的分划 88872 H 变成为 



这个形状右边的边界可以看做一个〃 x «的方块从左下角到右上角的一条通路 & 而 
R 我们从表7 .2.1.3-1 知道，这样一条通路对应于一个(〜《)组合 & 

例如，（〗3>对应干70个二进位 的串： 

o--oiooioimioiooob^i=o 3 B i ] o 2 1 1 0 3 vo ] ro” 37 (m) 

其中我们在开始处放 S 足够的 0 ,在末尾放置足够多的 i 来使每 个串 恰好有 r 个二 
进位。0表示这条通路向上的步骤，而1表示向右的步骤.容易看出，以这种方式 
定义的二进位串恰好有《个反演。反之，恰好有〃个反演的多重集合切_ 0, rt ♦ 1} 的 

每个排列对应于^的一个分划。当分划有 f 个不同部分时，它的二进位串就町以以 
如下形式 

... ^Pl~P2 - Pt ( 15 ) 


写出，其中 A 和免是正整数。于是分划的标准表示是 

… ■(巧+ … +巧广+ … + P 卜】 严 1 … (A 产 ( 16 ) 

即在我们的例子中 ( l + l +5+ l) 3 (l + l +5 ) E (l + lV ( l ) 3 =88872 n 。 


分划的个数。1740年，列昂哈德，欧拉 (Leonhard Euler ) 受到菲律浦.诺德 
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(Philipp NaudS ) 向他提出的 


个问题的触动，写了两篇基础性的论文，其中他通过 


研究它们的生成函数来计算各种类型的分划的个数 Academise 

Scieniiarum Petropolitanse 13 (1741)，64-93; Novi Comment . Acad . Sci , Pet , 3 


(1750), 125-169] 


他发现，在无穷乘积 


(1 … + z J + …） （ l + z 2 + z J + …… M 1 + d + z ft +，，*+ z 3 ' +… V " 

中， r * 的系数是方程)+2料3/+…=«的非负整数解的 个数； 而…是 1 /(】 
因此如果我们写 




P ( l ) 


* 

n 


K 




m. 



pMz 


n 


( n ) 


则 《 的分划数是 M / 0 . 函数 PW 被证实具有微妙的数学性质。 

例如，欧拉发现，当把/ >( z ) 的分母乘出时，就出现大 it 的删除 


( l - z ) a - z 2 )( l - z i )-^\- z - z 2 ^ z ^ z 1 - z u - z 1 ' + z 22 + z 2b 


2 (- 1 ) 


n 7 ( 3 #+ 11}/2 


(18) 




基于费尔利斯框图，这个著名的恒等式的一个组合证明出现在习题 5.1 


-14 


中；我们通过在更加著名的雅可比恒等式 


> 3 ： 


0 (1 - « V -4(1 - u k -\ k )(1 - u k v k ) = 2)(-0 




09) 


中詈^ 2 和#匕也可以证明它，因为右边变成为 






参见习题 5. 1.1-20。欧拉恒等式 (18) 意味着分划个数满足递 归式: 


p ( n )~ p(n - 1 )+ p(n ^ 2) - p(n — 5) - p(n 


■ 


7 )+ P(n 


I 2 )^ p ( n - 15) 


r ~ - 1 -mi m m 


( 20 ) 


由此我们可以比在 (17) 中执行幂级数计算更快速地计算它们的值 


n 


0 


Pin) 




2 

2 


3 

3 


4 5 


5 


7 


6 

11 


7 

15 


8 

22 


9 

30 


10 

42 


11 

56 


12 

77 


13 

101 


14 

135 


15 

176 


我们从1么8节知道，斐波那契递归式 f (⑴ =/(〃-1)+/(«-2)的解以指数方式增 


长，而且遇/(0)和 f (1) 为正时，有只11)=0(妒）。然而，在 (20) 中的附加的项“ 


pin 


5 )- p(n 


vm 


ir 对分划数有一个压制的效果；事实 h ， 如果在那里停止递归，则 


得到的序列将在正值和负值之间振荡 
复指数增长。 


进一步的项 


+P(n 


1 2)+/?(/i 


15)” 重新恢 


对于某个常数 A ， Mn ) 的实际增 K ： 率结果是有阶人^ / 


n ^ 


例如，习题33直接证 


明 〆 幻至 少和 〆 的增长一样快 9 而1 一个相当容易的获取合适的上界的方法 

是在 (17) 中取对数、 


In P ( z ) 


in 


r \^ Z 


m 


7^ 


n 


( 21 ) 
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而后通过置 z 



来观察靠近处的特性 


In P(e 


I 





n 


n 







^( 2 ) 



( 22 ) 


结果，由 于 p(n) < p(n+l)<p(n+2)< 


■ -tan 


和 〆 >1，对于所有/ >0, 我们有 


P ⑻ 





P(k)e 


{n-k)i 




e m P(e~ t ) 




m+^(2)h 


(23) 


置 


V02)7 



给出 


p(n) 



Ce 




/$，其中 c: 




涵 





/a /6 


(24) 


通过使用欧拉的求和公式 ( L 2.11.2 小节)或默林变换 (5,2.2 节) 


我们可以得到关 


于的大小更精确的信息；参见习题25 5 但迄今我们所见到的诸方法都不够强 
有力来导出的精确特性，因此，现在是我们在自己的技术武库中增加一种新 

武器的时候了。 

欧拉的生成 函数尸 ⑵很适合于泊 松的求和公式 [人 tcale Royale Polytechnique 

12(1823)， 404-509, §63], 根据这个公式，每当/是一个 M 特性良好”的函数时， 


特性良好”的函数时 


^f(n + 0)= ^irn 2 e 2 ^ td Jj^ iy f(y)dy 


(25) 


这个公式是以下列事实为基础的，即左边是0的一个周期函数，而右边是该函数的 
一 个傅里叶级数展开。如果，比如说 j ^|/( y )| 办<00,而且或者 

】)/(奸约是对于某个£>0和0< me < U 在区域|3叫<£中复变量0的一个解析 
函数，而且左半边在该矩形中一致 收敛； 或者 


ii ) 对所有实数0， 


m - - lim^ o {/(0 - f) + f(6 + e)) - g(6) - h { Q ) ,其中 g 和 ft 



是单调递增的，而且发( 



® 谢 A (土 w ) 是有 限的。 


则函数/是充分优美的 




[参见彼得 


W 


亨利奇 (Peter Henrici ) , Applied and 


Computational Complex Analysis 2 (New York:Wiley, 1977)， 定理 10-6.2] 




对各种 


求和问题.泊松公式并非是一种万能药，但如同我们将见到的那样，当它确实可 
应用时，结果却可以很漂亮 。 


为了 


完成平方' 我们以垆 24 来乘欧拉公式 (1 S ): 


z 


V24 


P(z) 


文(一 l) n z 


ffl 本一 ) 


(26) 


于是对于所有^>0,我们有 



一 "24 




0D 


f(n) ,其中 
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f(y )， e 



cosny 


(27) 


而且在上述准则 ( 0 和 ( ii ) 之下，这个_数/对于泊松求和公式来说是合格的 & 因此我 
们可以尝试来对进行积分，而且对于结果是 



我们必须往这公式加上 


念 jl (产+ 严)师” 2戈工:价_2胃 dy 

m*l m_l 



(29) 


再 一次， 这个积分证实是可进行的。而且这些结果(参见习题 27) 十分漂亮地合并在 

一起，并给出 


€ 


一 1/24 


2兀 


K - 


P ( e ^) 


2(-” 


e 


hS / i 



2n 


e 


: rdf 


t P(〆") 


(30) 


令人惊讶!我们已经证明了关于尸(幻的另一个重要事实: 


定理 D 当汧 r >0 时，对于分划的生成函数 (17) 满足函数关系 


InP(e^) 


S(2) 


+ 


2 


In 


2 n 


24 


+ In P(e 




(31) 


这个定理是由理査德.迪德金 (Richard Dedekind )[ Cre /^ 83 <1877)，265-292, 
§ 6 ] 发现的 D 当-时，他写尔 r ) 表示函数 ，4 /P ⑵。他的证明是以更复杂得多的 


椭圆函数理论为基础的。注意，当 〖是一 小的正数时 ， In P ( f 极端 地小； 例如， 
当时，我们有 e xp (-4 f / f ) = 3.5 MO -' 因此定理 D 实际上告诉我们接近 

于1时，关于的值我们需要知道的每件事情。 

戈 * 哈 * 哈迪 < G . R Hardy ) 和斯 * 拉曼奴燕 ( S . Raman 咖 n ) 使用这个事实，来 

推导对于很大的《的/的渐近特性，而且他们的工作在许多年之后由汉斯 • 拉德 
曼彻进行了推广，他发现了不仅渐近而且收敛的一个级数[尸^^ London Math . Soc ^ 
(2)17 (1918), 75-115; 43(1937), 241^254]. 哈迪、拉曼奴燕及拉德曼彻提出的关 

于 p (/ i ) 的公式肯定是已经发现的最惊人的恒等式之一；它指出 


P(n) 


71 

2 5M 3 J/4 (n-l/24) 3>4 





这里 / w 表示修改过的球面贝塞尔函数 


/ 3/2 (z) 


(f) 


V2 » 



r(k + 5/2) 


(z 1 /4) k flz [ cosh z sinhz 、 


kl 



z 


z 


2 


(33) 


而且系数七01)由公式 
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44 


人⑻ = ^ lUJk]exp(2ju| — ^— 


nh 、 


k 


定义，其中是由等式 3JJ ( 16 ) 中定义的迪德金和 u 我们有 


A(/i) = 


y 


名⑻*卜！) ' 


A 3 (n) 


屋 


2 cos 


(24/1+ ])ji 
~~18~~ 


( 34 ) 


(35) 


而且一般地， A ⑻位子-灸和 A 之间。 

公式；( 32 )的一个证明将使我们离题太远了，但基本思想是使用在 7 . 2 丄 5 节中讨 
论的“马鞍点方法' 对子的项，是当 Z 接近 1 时由 PU ) 的特性推导出来的，第 


项是当 2 接近于 


1 时由特性导出的，其中类似于( 3 】)的一个转换可加以应用 。般 


地说， （ 32 ) 的第 A 项考虑了对于带有分母 t 的不可约分数 Wit ，当::趋近时 P ( z ) 的动 
作 方式； 1 的每第 ft 个根是在对于作:)的无穷乘积中，分数 1 /(〗-^)， 1 /( 1 -^), 1/(1 - z 3 *), 

…中每一个的因子 。 

如果我们只想要一个粗略的近似，則 ( 32 ) 的前导项可大为简化 


其、 : 2… .3 

p ( n ) = ^-^(\^0( n - U2 )) 


(36) 


或者，如果我们选择保留多一些细节，则有 


p(rt> = 





例如， p ( 100 ) 有精确值 190 569 292 ;公式 ( 36 ) 告诉我们 〆100 卜 1 .993 x 10 %而 ( 37 ) 

■ 

给出更好得多的估计 190 568 944 . 783 , 

安德鲁 * 奥德里兹科 (Andrew Odlyzko ) 已经发现，当 fi 很大时，哈迪-拉曼奴 

燕-拉德曼彻公式实际上给出了计算 〆 《) 的精确值的一个近乎最优的方法，因为算 
术运算可以在接近子 0 ( k > g 扒/ 0 )= 00 ^ 2 )步内来进行。公式 ( 32 ) 最初的一呰项作出主 
要贡献> 然后这个级数就设置阶为—些项以及通常为 fc 1 的一些项。其次，大 

约一半的恚⑻系数结果为零(参见习题 28 ). 例如，当 n = 10 财，对于和 3 的项 
分别是《 1,47 x 】 0 _, 1 .23 x 10 创和_ L23 x 10 1 ' 前 250 项之和是- 1471684986 — 

73818 . 01 , 而真正的值是 1471684986 … 7381S ; 这 250 项中的 123 项为零。 

部分的个数。对于恰好有 m 个部分的《的分划的个数，引进记号 

; n 

(38) 

m 

是方便的。于是对于所有整数 m 和 n , 递归式 
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成立，因为计算了其最小部分为1的分划而 | n r| 计算了其他部分。（如果最小部 
分为2或更多，我们可从每个部分减I,并且得到《- m 分成 m 部分的一个 分划。 ） 通过 
类似的推理我们可以得出结论，是 〃至 多分成 m 个部分的分划的个数， 


即分成 m 个非负的求和项.通过考虑费尔利斯框图，我们还知道，：:|是其最大部 

分为 m 的/!的分划个数，因此： J 是应知道的一个好的数。边界条件为，对于或《<0 


n 




和 



m 


(40) 


这使得对于小的参数值来造 U 的表很容易，因此我们得到对于 J、W 和 <二) 
熟悉的三角，这些我们以前都已见过了；参见表2。生成函数为 


n 


n 

m 





n 


的儿乎所有分划都有 0( 士 k>g «) 个部分 & 由鲍1厄尔多斯和约' 勒纳所发现 


mDuke Maih . J.S (1941), 335-345) 这一事实，有一个非常有教益的证明： 

定理 E 令 C =3 t /|， 并令 + + ,则对于所有 f >0 和所 

有固定的 L 当泊时， 


P(n) 

其中 

F ( x ) = e^~ Ci tC (43) 

当 x - 时，这个函数 F ⑴非常快速地趋于0,而当 p + « 时，它快速地增加 
到1;所以它是一个概率分布函数 a 图 29b 表明，对应的密度函数大部分 


m + n 


m 


F(x)0 + O(n- m ^)) 


(42) 
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密集于区域 -2< jc < 4 中。图 29 a 示出，当供100时的值,以供比较， 

ITt m — 1 

在此情况下， — Vwln ^-18, 

证明我们将用 | w ： i 是 n (其最大部分 < m ) 的分划个数这一事实，于是，由容 

■a 

斥原理，即等式1.3.3-(29),我们有 


m + f ? 


m 




p(«) - ^ P(« - + ^ P(n-1 -h)- ^pin-j, -j 2 -7 3 ) + -* 


J>m 




J3>J2 >71 > m 


因为- /) 是至少使用每个部分 {/ h …，乂 } 一次的/!的分划个数， ih 我们把 

这写作 


, ——1 1 

m + n 

46 - 


P(^) 

m 1 







图29当 a ) n=lOO 时； b > n — o = 时，有 m 个部分的 /j 的分划(参见定理 E ) 

为了计算 S ,， 我们需要有比值 p (〃-0/ p (») 的一个好的 估计。 而且我们运气不 
错，因为等式 (36) 意味着，如果 0 0<&〜 

—— ^ ， exp(2CV ^-1 - ln(^ - 0 + 0((/1 一 f)"' 2 ) - 2CVw + Inn) 

尸⑻ {45) 

= exp(-OT l/2 + 0(〆 ⑽ )） 


而且，如果 On l/2+ % 我们有 p ( H)/p ⑻ < p(n - n ia+t )1 p ( ri ) ^ exp { - Cn f ), 这是--个渐 
近地小于 〃的任 何次幂的值。因此对于所有 f >0 的值，我们可以放心地使用近似值 


Pin - 1) 

pin ) 


™ o 1 * 


c ^ exp (_ CV ⑴) 


(46) 


例如，我们有 
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1 





E^-Jl = ^1-(1 + 0(n vn ^ u )) + y 

〆 《) i-a n> ^ 


Pin - j) 
Pi ^ 


€ 


-Cx 


c 




因为 a/(l-a)=/^/c+o(i)， 而且 cr 

如果 r=0 (log n ), 


n^ m e' Cx 


9 


个类似的论断(参见习题 36) 证明， 



I ： 


e 


r 


Oj 

—(UO(n- ,72+2f )) + 0(^ ) 


Cr\ 


(47) 


最后 


而且这是 


般容斥原理的一个美妙性质~ ^(44) 的部分和在下列意义 


之下，总把真正的值 w 括在括弧中' 即对于所有 





! 


2r-l 




pin) 




m 


< 


-[I + 2 2 一 — 2 2 卜 1 + S 2r 


(48) 




(参见习题37。 ） 当 2 r 接近于 In 而且很大时，项极其微小；因此除了以来代 
替 f 之外，我们得到 (42 ) a | [H 

定理 E 告诉我们,一个随机分划的最大部分几乎总是+ ，而 

且当《是合理地大时，其他部分也趋向子可 预测。 例如，假设我们取25的所有分划 
而且附加 b 它们的费尔利斯框图，并把点改变成盒（如同在边缘表示中那样）。哪 
些单元最经常被占用？图30示出一个结果： 一 个随机分划趋向于有一个典型的形 

状，当时，它逼近一个极限曲线 e 



图30 —个随机分划的极限形状的坦佩黾曲线 (49) 

哈尼 •瓦 • 坦佩里 (H. N. V . Temperley)lFroc* Cambridge Philos . Soc . 48 

(1952), 683-697〗 给出了启发式的原因，他相信一个大的随机 分划％ …〜的最大部 
分&将 满足近似定律 
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e -ckt^ ^ e -ca t f 4 ^ ^ j (49) 

而且他的公式以一个强的形式随后被验证过了。例如，博里斯，皮梯尔 (Bods 
Pittd) 的一个定理 [Adwmcs k Applied Math. 18 ( 1997), 432, 4 88] 允许我们得出结 

论：一个随机分划的迹几乎总是，这同相一致，而且至多 

C 

有 0(V_n In «) 1；2 的误差。因此所有费尔利斯的点中有 2 9%位于德尔菲方块之内。 

另一方面，如果我们仅仅考察有出个部分的^的分划，其中 m 是固定的，则极 
限形状稍有不同：如果 m 合理地大，则几乎所有这样的分划都有 

n , m 

a k ^—lu— (50) 

m k 

图 31 示出^50, m=5 的情况 ， 事实上，当 m 随 n 增大时，相同的极限成立，但以比 
起‘要慢些的速度收敛[参见弗尔希克 (Vershitc) 和雅库波维奇 (Yakubovich), 

Math . JA (2001) t 457-468] e 


0 n/m 2n/m 



. 圈 31 当有 m 个離分 时的极限形状 (50> 

分划的边缘表示给了我们有关加倍地有界的分划的进一步佶息，这是在以下 
意义下，即我们不仅限制分划的个数，而辻限制每个部分的大小。至多有爪个部分， 
而每一个部分的大小至多为/的一个分划，可装入一个的盒子。所有这样的分 
划对应于恰好有^个反演的多電集合{爪 • 0, 卜 1} 的排列，而且我们在习题 5.12-16 

中已经研究了多電集合排列的反演。特別地，该习题推导了可发生《个反演的方法 
数的一个不明显的公式: 


定理 C 若 n 的部分不多于 m 个 R 任何部分都不大丁/，则 n 的分划的个数为 




(1-z) (1-z 2 ) ’” （ l_z m ) 



这个结果是由奥，柯西给出的 [Compfej Rendus Acad , Set , 17 (Paris, 1843)，523- 
531], 注意 t 当时，分子简单地变为 h —个更一般的结果的有趣组合证明见 
本小节末的习题 3L I 


算法的分析.现在我们对于分划的定量方面知道的比所需要的还多， n 〖以十 
分准确地推导算法 P 的特性。假设算法的步骤 P1， … ，托， 分别被执行7；(认…，7；⑻ 
次 & 我们显 然有咒 (^1)=1和乃(/!)=〆《);而且克希霍夫定律告诉我们， 乃 (fi)= K(rt) 和 
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T 4 (/i)+r, ( n )^ T 3 ( n ) a 对于包含一个 2 的每个 分划， 我们到达步骤 P4 —次，而这显然 
是 〆 《 - 2) q 

因此关于算法 P 的运行时间，惟一可能的神秘是我们必须执行步骤 P6 的次数， 
它循环返回到0身. 然而， 稍经思考可发现，算法仅在步骤 P2 和 P6 把一个 > 2的值 
存入数组 A 〜 …； 而轧每个这样的 值或者 在步骤 P4 或者在步骤 P5 中最终减1,因此 

T2 ( n ) + T b ( n ) = p { n)-l (52) 

其中 C («) 是步骤 P 2 把‘置为 >2的值的次数。令 7 V ⑻ = 7» + r 2 〃 ⑻， 使得 T ； ⑻ 
是步骤 P 2 把〜* =1的次数，则是在1中结尾的分划的个数，因此 


r 2 X/i) + T 4 ( n ) = p ( n - i) 

啊哈!我们已经找到足够的方程来确定所有需要的量： 

(厂⑻， …， 7；0))= 

(】 t p ( n ) - p(n - 2 ), p ( n ) f p { rt - 2 ) t p ( n ) - p{n - 2 ) y p(n -1)-1) 

■ 

而 R 从〆/I)的渐近式，我们还知道毎个分划的平均 it 算量： 


T ^ n ) 

p { n ) 


TM ) 


pin) J 


2C 

In 


2C 2C 

■\jn 4 n 


J 


c 

mrrmr 

vVi 



o (^) 


n 



(53) 

(54) 

(55) 


其中 C： = 7i/V ^» L283 ( 参见习题 4 5)。 因此，对于每一分划存储器访问的总次数仅 
仅是 4-3 C / Vn +0( l / f 7 )o 


无论是谁想要来生成所有的分划，那不仅仅要使自己投身于 

■ s s 

巨大的劳苦之中，而且还必须使自己忍受痛苦来保持全 

神贯注 f 以便不致被严重地欺骗。 

- 列昂岭德，欧拉， De Partitione Numerorum { 1 750) 

算法 H 更难以 分析， 但我们至少可以证明它的运行时间的一个合适的上限 a 关 

键的董是/的值，即使得％叫-1的最小的下标，当 m = 4 和 r ^ ll 时， y 的逐次的偵是 
(2,2,2,3,2,2,3,4,2,3,5)，而且当 ft , …4是共板分划以 … aj f 时，我们发视参 

见 (7> 和 (12 )>。 步骤 H3 跳出情况 j=2, 因为这个情况不仅最 普通， 而且它也特别容 
易处理。 

令^ («) 是/- I 累加的总值，即对子由算法 H 生成的所有；；个分划求和所得。 
例如， (11)=1+1 + 1+2+1 + 1+2+3+1+2+4=19. 我们可以认为〜 （《>/ 1：| 是毎个分划 

运行时间的一个好的标志，因为执行最耗时的步骤 H 4 和 H6 所需时间大 约和； -2 成 
比例，这个比 G (/*)/|：：|不是有界的，因为 q 但尽管如此，下列定 

理证明算法 H 是有 效的： 

定理 H 算法 H 的代价测量至多为3 ：|+ m 6 
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证明 当 l <«< m 时,如果我们人为地定义 G 0)=1, 则可以很容易地验证 

满足和：：一样的递归，即对于出 ， n > l ， 

■ 

cjn)=c m ^(n - 1 )+ r ffl ( n - m ) (56) 

参见(39) 6 但现在边界条件是不同的： 

G (0)=[ m >0], q (咖0 (57) 

表3示出当 m 和《很小时，的特性， 

表 3 算法 H 的代价 


n 


co { n ) ci(n) ct(n) € 3 (n) c 4 ( n ) c s ( n ) ce(n) €?(«) c s ( n ) c 9 (n) Cio ( n ) cn(n) 


0 


4 

5 

6 



0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


1 


1 

1 


1 


2 

2 

3 

3 

4 

4 


1 

1 


3 

3 

4 
6 
7 


1 


4 


1 



1 


6 


© 

6 


7 


l 


8 

0 

1 

5 

3 

11 

8 

7 

7 

8 

1 

1 

1 

9 

0 

1 

5 

11 

12 

12 

9 

8 

8 

9 

1 

L 

10 

0 

1 

6 

12 

16 

17 

13 

10 

9 

9 

10 

I 

11 

0 

1 

6 

14 

19 

21 

18 

14 

11 

10 

10 

11 


为证明这个定理，我们实际上将证明 个 更强的结果，对 





n 


m 


+ 2m 


n 


(58) 


习题 50 表明，当时，这个不等式成立，所以如果我们能够证明当 
时它成立，则 i 正明就完成了，在诟一种情况下，通过归纳法我们有 


c m ( n ) - c } {n - m) + e 2 {n - /?i) + £ 1 (rt-m) + … + — m) 


< 1 + 


( ^3 

J 2 


+ 


3 - + mj + 


ri-m 


+ 5 - w + m +_■ 





+ 2m - 1 - /? + m 



= 3 j :| + 2 m 2 - m - (m -1)« - 3 

而且由于行 > 2 爪 +1, ^ it 2 m 2 - m - (m - l)n -3 <, 2 m -n - K I 


* 分划的格霄码 t 当如同在习题 5 中那样，以部分计数形式 q … G 生成分划时， 
在每步中^的值中至多有四个发生变化。但我们可能更喜欢选择极小化各个部分的 
改变，并 a 以这样一种方式来生成诸分划，即％〜…化的后继总 是通过 对于某 个/和 





简单地设置4 和仏 






〖来得到，如同在 7.2 J +3节的“转动门”算法中 


那样。结果证实这总是可能的；事实上，当〃=邱七有惟一方法来做到这 
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111111， 21111. 3111，2211, 222，321，33, 42, 411，51，6 (59) 

_且一般地，把 n 分成至多 m 部分的 |： T | 个分划总是通过一个适当的格雷通路生成的。 

注意，办是从一个分划到另一个分划的可允许的转换，当且仅当通过仅仅 
移动 a 的费尔利斯框图中的一个点 s 我们可得到尽的费尔利斯框图.因此， Y - f 
也是一个可允 L 午的转换。由此得出，对于分划成至多 m 个部分的每个格雷码，对应 

于分划成不超过 m 部分的一个格雷码。我们将在后者的约柬下进行工作 . 

分划的格雷码的总数是巨大的：当 / i =7 时，有52 种； 而当《=8时，有652 种； 当 

tt =9 时，有298 896 种； 当 n = i 0 时，有2 291 100 4 S + 4 种。 但现在实阮上仍不知道简 

单的结构，原因大槪是，有很少的分划仅有两个邻居，即当 l < d < n 且4是^的因？时， 
有，个分划.这样的分划必须以{(扣1)^如-1)，^-切-：0 1}居前，而且为它 

们所跟随；而这样的要求似乎排除了任何简单的递归方法， 

卡拉•戴 _ 萨维吉 (Carla D , Savage ) [7, Algorithms 10(1989), 577-595】找到了 

仅通过适度数量的复杂性克服这些困难的一个方法。令 



(60) 

是 n 的按词典顺序最大的分划（且诸部分 < m ) ; 我们的目标将是从分划 1" 到 Mm , / I ) 

来递归地构造定义的格雷通路 i ( m ， fi ) 和 a )， 其中 L ( m ， /0跑遍其分划部分以浓为 

界的所有分划，而 M (叫 〃) 跑遍那些分划和更多一些的分划9假定其他部分全都严格 
地小于则 Mm , n ) 还包括其最大部分为 m +1 的分划《例如， L (3 t 8) 是11111 i 11 
2 U 1 111,311111，221111,22211,2222,3221，32111，3311，332,而州3, 8) 是 


11111111,2111111,221111,22211,2222,3221, 

3311- 3211 1 ,311111， 4 mh 421 i , 422, 332 ㈤ ) 

以4开头的另外的分划将在递归的其他部分给我们“摆动的门' 对于 所有〃 >0, 
我们将定义但仅对于《>2;«，我们定义 

对 T %=5 示出以简化记号的以下构造，几乎都 有效： 


X(3) I 

L ( 5 ) = , 4 L(^) k , 如果 n <7; 

5L(oc) 



如果 《 = 


M(4) ' 

54L ( 4 )\ 如果 《 > 9; 
55 L (5) 


(62) 


X(4) ’ 

5L ( 4f 

M (5)^6 M 3). 如果 

64L ( oo) R 

55L(oo) 


UA) 

5M { A) r : 

6 L (4) , 如果 /i ：> 14 

55AUA) r 

555i(5) 




204 


第 7 章组合查找 


这里 n ) 和 M ( m ， R ) 中的参数 Rti 被省略，因为它可从上下文推出。每个 L 或 M 被 
设想采生成以前部分已被烕去后，剩下的无论多少数董的分划。因此，例如，< 63 ) 

确定 


M (5, 14)= L (4, 14), 5 M (4, 9 )\ 61(4, 8), 554 L (4,0 f , 5551(5, - 0 


52 


序列 L (5, - 1) 实际上为零， i (4,0) 是空串,所以 M (5,14) 的最后分划是 554= M 5, I 4 )， 
如同它应该的 那样。 记号代表 W ， 即 w 的所有分划的格雷通路， 


它以”开始并以 n 1 结尾。 

般地说，如果我们分别以3 



一 2, 



- 1, m 和 m +1 代替 (62) 和 (63) 中的 


数字2, 3 t 4, 5和6,对于所有 m > 3, Z ^ i ) 和 M ( m ) 实质上是通过相同规则定义的。 



围 




>9变成/? 


/ ■I… 




> 14变成- 2和 序列乙 (0), L ( I ), L <2) 有明显的定义，因 
为当 m <2 时通路是惟一的。对于序列 W (2) 是广2广 2 , 221 fi 4 


222 T 1 \ …，州 


定理 S 对于 m , n >0 的格雷通路 r ( m , W 和对于 ”>2 m+l > 5 的具有 
上述性质的所有分划存在，但厂(4, 6) 的情况除外，而且， £1 PAT 遵从相互递归的 
(62) 和<63)、但一些情况例外. 

证明我们注意到 (62) 和 (63) 几乎都有效。读者吋以验证，当 (62) 给出 


L (4 t 6)= L (2,6), 3 t (1,3) fl , 41(1,2), 321, 33, 42 

=1] 1111 ， 211 1 1,2211,222, 3JII, 411,321,33,42 


(64) 


时，仅在 L ( 4 , 6) 的情况下出现小的出人。如果 m >4， 那就成了，因为从2, 
2 m -2) 的末尾到 (m - l)L{m - 3, m - If 的开始是从 (m - 2 )(m - 2)2 到 (m - l )( m -3)2 p 

4、存在令人满意的通路 U 4, 6), 因为通过这 9 个分划的所有格雷码必定或者以 4 1 K 

33, 31〗1，222结束，或者以 22 U 结束 

为了中立化这个异常性，我们需要在8处地方、也就是涉及“出毛病的子程序” 
1(4. 6) 的地方，对 L ( m ， h ) 和 M ( m ， / I ) 的定义进行修补。一个简单的方法是进行如下 

的定义： 


L , (4,6) = 11 111 L 21 II 1,3111,411,321,33,42 

( 65 ) 

£/(3, 5)-111 11,2111,221，311，32 

千是，我们从 L (4, 6) 中省略222和2211;我们也对 U 3, 5) 重新编埕，使得 2] 11 
同221相邻 & 习题60表明，把在 M 4, 6) 中不出现的两个分划“嫁 接”在 -起总是容 
易的 ，I 

习题 


卜 L \M2I] 试给出在 “12 种方法"的毎个问题中可能性总数的公式. 例如 ，个事物的 n 
元组的个数为心。（当适宜时，使用记号(％)，而 ii 要注意确保即使当 m =0 或#0时，你的公 

式仍然正确。 ） 
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► 2. [20] 试证明对于步骤 H 1 的一个小改动可产生如下 算法： 将生成《的至多 m 个部分的所 
有分划。 

3. [ M 17] n 的一个 m 部分分划仏+… + … >0是最优地乎衡的一■如果对于1 </, 

有4-义1<】。试证明每当时，恰有一个这样的分划，并且 给出第 /部分 七作为 
h m 和 n 的函数的一个简单公式 a 

4+ \ M 22] (吉迪安 ■ 厄尔里兹，1974。>什么是 a 的在词典顺序下最小的分划(其中所有部 
分都 >『)？例如，当 n =19 和 r =5 时，答案为766。 

► 5. 123} 试设计在 (8) 的部分计数形式以乂之下生成《的所有分划的算法 D 以协间典顺序 
生成它们，即在的词典顺序下，它等价于对应分划 A 化…的词典顧序 。 为了有效性起 
见，还维持一个链接表 m 使得如果使 e〆 ) 的不直有 M …则我们有 



(因此分划331将通过 m 产1020000, 4-1, (=3 和/，=0 表示; 其他链接 m / 7 可被 W 成任 
何方便的值。> 

[20】给定 A a 2 …，试设计一个算法来计算& h : - =( a % …)\ 

7 + \ M 20 ] 设化..从和（，.< 是具有…和劣 >■”> < >0的的分划，并令它 
们的共轭分别是 hKA — ay 和~…… O 7 e 试证明…， 当且仪 


当 a 


a , < a 


I 



8. [/5] 当 (/ v-a , W ) 是如同在 <15) 和 (16) 中的一个分划 o , fl 3 …的边缘表示时，什么 


是共轭分划(仏仏…〉〜匕岭"? 


9+ [22] 如果七 




m 


和匕 h 


a . m 


b 


(«I 



广 是共轭分划，试证明多重集合 W 



^2+2, 





_+ m } 和{办，+1，乂+2, 


t + m } 相等 


10. [ 21 ] 如下两种简单类型的二叉树有时对于分划的推理有帮助： （ a ) 包栝所有整数的 
所有分划的一棵树， （ b ) 包括一个给定整数《的所有分划的一棵树。这里示出》=8时这两种类 
型的树。 






a ) 


rrmrini 


21111 



试推导出奠定这些构造的基础的一般规则。树的 fi 么遍历顺序对应于分划的同典 顺序？ 

i \ r \M22\ 使用面值1,2, 5, 10,20, 50和/或100分的硬币，有多少种方法来支付 i 欧元? 

如杲毎种硬币至多只允许使用两个，那又怎样？ 

► (列•欧拉， 1750. )使用生成函数来证明：把 n 分划成不同部分的方法数是把 
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疗分划成奇数部分的方法数 & 例如，5=4+1=3+2; 5=3+ I + l = Ul + J + l + l a 

k 

f 注：下两道习题使用组合技术来证明这个著名定理的扩展 . J 
► 13. [ M 22] (法‘宫兰克林，1882。>试找出在/^的恰有^个部分且重复一次以上的分划和 
的恰好有偶数个部分的分划之间的 一一 对应。 （ hO 的情况对应于欧拉的结果 ^ ) 

► 】 4 , \ M 28) (詹■约 * 希尔威斯特，）试求在把 n 分成恰有 * 个—间隔的不同部分 
^>^>-_>化(其中七>心 ]+ 1)和把分成恰有走+!个不同值的奇数个分划之间的一一对应关系。 
(例如，当々=0时这个构造证明，把 n 写成连续的整数之和的方法数是 n 的奇因子的个数。> 

15. [ M 20 ] (詹 * 约 ■ 希尔威斯特 。 ） 试找出 自共轭 的分划(即便得 a = Y 的分划)个数的一 
个生成函数， 

间 〖6. 〖 A / Wj 试找出迹(的分划的生成 儀数， 并且对是求和，以得到一个非平凡的恒等式。 

17. [ M 26 ] 的一个联合分划是满足 


^ 疹 i > + 和 o L + …+ 

的 ih _ 数的一对序列 ( a ,，- » a r ; b ti …、 

因此如果 J =0, 这是一个通常的分划，而如果 n =0, 这是一个被分划成不同部分的分划。 

a ) 试找出生成函数的一个简单公式，求和是对于有 r 个通常部分^和 j 个不 PI 部 
分夂的《的所有联合分划进行的 * 


b ) 类似地，给定 f 的值，试找出当求和是对于恰好有 r + ji 个总的部分的所有联合分划 


进行时， 5> r 的一个简单公式， 

0你能导出什么恒等式？ 

► 18-[ M 2 J ] (多伦 * 泽尔伯格 (Doron Zeilberger ), )试证明，在使得 


I > a 2 > … > A ， … > b s 

的整数序列对 (1 ，〜… T 〜 b 、 九 ■% w 和使得 

c L >c : >-> c + ^ 对于 l<j<r+h ^E{0, 1} 

的整数序列对 (A,c 2 ，…，、； K …， O 之间有，个一一对应关系，它们通过多 t 集合等式 

{〜，〜，…， a f }={Cj I 4=0} 和 {/? 卜办 2 , “％ ^}-{ c y + r+s -j I d 产 1} 

而相关。结果，我们得到有趣的恒等式 





+屮+秘+… + fc r 





^l^rf l +--+df s * ^ - « * tf r 


■ - > tr P >0 




,.-^.€{0,1} 

J- 


仪 ㈣ 2 /](爱.海尼 ( E . Hdne )， 1847, ) 证明四参数恒等式 





( 1 -WXZ m )(l- 

(J ™ wz m )(J - wxyz m 


iK 





z k ^ l )z 


( l - z )( l - z £ )-(] -^){ l - 叫 )(1 - w?) … (1 - w ?) 


提承：在下列公式 



W 〜〜 w {z " ^z)(z - az 2 y - (z - az k ) (z-hz)(z~bz 2 )--(z-bz t ) 


中进行对 & 或艄求和并考虑当 f >= 仙 z 时出现的简化. 
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► 20使用欧拉的递归式(20)，对于计算分划数 p ⑻的一张表，近似地要 
花费多长时间？ 

2 L [ M 2 i ] (ffe ^欧拉。）令4(/0是分划成不同部分的分划个数，如果你已经知道 〆 1)，…， 
〆 《)值，则计算 w 幻的一个好方法是什么？ 

22 . 〖 i/M2/] (伦■欧拉 D >令^7 («) 是正整数《的所有正因子之和。因此当《为奇数时, 
o ( n )= n +\ 9 而当 n 是高度可合成的时， a (/ tK 以比《大很多。尽管有这种稍微古怪的特性， 
试证明， ct ⑻几乎满足和分划数相同的 递妇式 (20 )， 对于 


a(n)-cr (n - t)+o (n-2) - a(n - 5)- a(n- 7)+ ct(/i - 1 2)+a(n - 15) 


当右边一项是 “ o (0)% 其值用 n 代替时除外。例如， a ( il)=l + I != cr (10)+ a (9) - a (6)- 
o (4)=J8+13 - 12-7; a (12)=l+2+3+4+6+12=a (11)+a (10) - a (7) - a (5)+12=12+18 - 8 ^ 


6+12 


0 


23. [HM25] 使用雅可比的三元組乘积恒等式 (】9> 来证明他发现的另一个公式 







d - z k r 


» 3 z + 5 z 


7z D +9z ,u - 





M) fl (2/i + l)z 


n 脅 


24. [ M 利（斯-拉曼奴燕，1919„ )令^卜 ITL (卜？ ) 4 。 

a ) 证明：当时是5的倍数 a 

b ) 证明： 如果 S 是任何具有整系数的幂级数，则 [ rWU ) 纠#具有相同性质。 
c > 因此当/! mod 5=4时， 〆 /!>是5的倍数。 


25, [HM27] 通过使用 a ) 欧拉求和公式和的默林变换来估计 In P(e _% 对 (22) 进行改进 




提示:去对数_数 Li 2 (; c )= i / r 2 + jrV 2 2 似 V 3 2 + …满足 Li 3 (4+ Li 2 (l -4 



(In jc)ln (I -x) 




26 .[/ W 22 j 在习题 5.22-44 和习题 5.2.2-51 中，我们研究两种方法来证明，对 T 所有於>0 







2fn 







(\ hw ^]) + 0( n - M ) 


试证明泊松求和公式给出更强得多的一个结果。 

27. \HM23] 试对<29)求值并完成导致定理 D 的计算 





28. IHM 42 U 德 


A , (均有下列重要的性质: 


莱默。>试证明，在(3 4 沖定义的哈迪-拉曼奴燕-拉德曼彻系数 


a ) 如果 A 为奇数， - im=A 2 (m)A k (n) 0 
t >) 如果 p 为素数， p > 2 t 且 ife 丄则 


A ^( k 2 m + p lg n -( k z - tp 2e - 1)/24) = (-]) rp ， - 4 U / ( mM ,( Aj ) 

在这个公式中，如果 p 或 A 可为2或3整除，则是24的倍数。否则以24来除应通过 

modulo p*k 完成 g 


c ) 如果 p 为素数 ， Mu tTp >21 h 


P 


(n) k 2 


P 


o 


d ) 如果尸为素数，则气» 0 当 fel 仅当！ -2 4 n 是 modulop 二次剩余，而且或者作 I 或者 
24 n mod p # 1。 

e ) 当&可恰好为》5的叶素数整除而且《是一个随叽整数时，次⑻=0的槪率近似地为1 - 2 ' 
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回 


► 29 + [A#M] 推广 (4]), 并计算和 

30. [M/7] 求下列和的一个封闭形式， 







(它 们是有限的，因为当 A 很大时，被求和的项为零。 ) 


3K [ M 24 ] (奧 ■德，摩根，1843。 ） 试证明卜和 j ;’ 




[(^ 2 +6)/12] ^ 对子 




成求-个类似的公式。 

32. 〖 Mi 5] 试证明，对于所有 mj >0, |：j <p(n-m) 9 等式何时成立？ 

33. [// M 20] 使用下列事实，即^分成州部分恰有(二}个合成，即等式 7.2 J .349)， 来证 

«^|：|的一个下界 s 然后置 m -| V ^| 来得到 〆 《) 的一个基本的下界。 


► 34. [WM2J ] 证明是 n 分成⑺个不同部分的分划数，结果，当时 



35. \ HM 2 l ) 在抠尔多斯-勒纳槪率分布( 4 3)中， I 的什么值是⑻最为可能的？ （ b 沖值？ 

⑹均值？ （ d ) 标准离差是什么？ 

36_ [ HM 24] 试证明在定理 E 中需要的关键估计 (47 ) d 

37. IM 22] 通过分析一个恰有超过 m 的<?个不冏部分的分划在第 r 个部分和中被 L 十数多少 
次，来证明容斥加括号引理(48)。 

38. [ M 20] 恰好有 m 个部分，以及最大部分为/的分划的生成函数是什么？ 

► 39. [ M 23]( 法+富兰克^ )推广定理 C , 试证明，对子 0< Rm ， 

1 ] (\-z)(\-z 2 y-(\-z m ) 


是 n 分成 m 个或更少的部分％4…的个数，&有的性质 . 


如. [M22〗 （奧+柯西 * ) 分划成 m 个全都不同的部分且都小于/的生成函数是怎样的？ 

4L [ HM 42 ] 推广哈迪-拉曼奴燕-拉德曼彻公式 P 2>, 来得到 n 分成至多 m 个部分的收敛 


序列，而且没有任何部分超过 h 

42+ \ HM 42 ] 对于《分成至多个部分，且没有任何部分超过 < pln > 并假定％^1，试 

求出类似干 (49) 的极限形状。 

43, [ M 21 ] 给定 n 和 L n 有多少分划有〜？ 

^ 44. [ M 22 ] 有多少个分划是有两个相等的最小部分的？ 

45. [ HM 2 I ] 计算 p(n - 1 VMM 的渐近值且有相对误差0(0。 

46. [ M 20 ] 在正文对子算法 P 的分析中，€切)和 Ti \ n ) 中哪一个更大？ 

► 47, [//M22j (阿.尼珍休斯和希 - 索 * 威尔弗， 1975. >下列基于分划数〆⑴，〆 H , 

扒匀表的简单箅法，使用(8>的部分计数表示生成〃的一个随机分划。试证明它以相等 
概率产生每个分划 . 
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N 1. 〖初始化。】置 m - n 和—0—0。 

N 2. t 完成了吗？ ] 如果则结束$ 

N 3.( 生成。 ] 在的范围内，生成一个随机整数 M 


选择诸部分 ] 置 J -0。 然后对千/… ，〃和 …+ 
s+k p(m “用肓 .到 s > M 为止， 

N 5 ■[修改 1 置并返回 N 2 ， | 


反复地 1^ — 


提示： 步骤 N 4 是基干恒等式 



的，它以 -片 V ( mp ( m >) 的槪率选择每个值对(/，认 

48, _ 40 ] 试分析在上题中算法的运行时间。 

49. IHM26] ( a ) 什么是《的所有分划的最小部分之和的生成函数(这个级数以 

3+3^+5/十9<+1 2 z ^-¥ …开始 



(的试求 ⑵的渐 近值且其相对误差为 




50. [HM33] 令在 (56) 和 (57) 的递归式中， c ( m )^ t , (2m), 

汰）试证明对于 0 < < m ， c„ (m+k)-m - fe+c(^) 0 

b ) 结果，如果对干所有 c ( w )<3 p ( m ), 则对子 m < n <2 wi ，（58) 成立。 

c ) 证明 c ( m > 是故的所有分划的次最小部分之和* 

< i ) 试求〃的次最小部分为 t 的所有分划与< n 的数 (装小 部分为 hi ) 的所有分划间的 


对应。 


幻试描述生成函数 


& 


f ) 忒得出结论，即对于所有 m >0， c ( m )<3/?( m ), 
5 \ .\ M 46 ) 试对算法 H 做一个详尽的分析， 


► 52. lAf 2 f ] 当#64 时， 由算法 P 生成的第100万个分划是什么？ 提示； 


^(64)^1741630= )000000 + 




卜53, [M21] 当 m =32 和 n = H )0 时，由算法 H 生成的第] 00万个分划是什么？提 

示: 999999-|^| + |^| + | 5 ? U | 4 6 J |+ 

" I ! 

► 54- [M30] 如果对于所有 A >0, 士+…+山 > b'+ … +b t , 则说分划0£=〜七…支 fc 分划 

…，写敗 ctW 财 da。 

a ) 真或假 ： at 3意味着 cop 〈在词典顺序下)， 

b ) 苒或假： 

c ) 式证明 n 的任何两个分划有最大下界 a A 例吏得 crty 和0匕广苎且仅当试 
说明如何计算 CM 扒 

d ) 类似地，试说明如何来计算最小 b 界 aV /?， 使得 yha 和当且仅当 

e ) 如果 a 有/个部分，#有 m 个部分，问和 ceV 办有多少个部分？ 

0真或假：如果 a 有不同部分，也有不同部分，則 orA / J 和 aV 州 fc 有不间部分。 
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k 55, [ A / J 7：| 继续上道麵，如果0£亡/3, M 占和 a 
例如，图32示出数12的诸分划之 N 的覆盖关系1 

a ) 如果对于所有1和某个/ > 1 ， a ^ a , a 



户意味着 r » cr 或产办，则说 a 覆盖沒 


Q 


嗶 ■ 


和鈐 =bi b 2 


都是分划且有办 




lJt =/]4[ Jt =/4- l ], 则我们写价沐试证明《覆盖办当且仅当 at ^ 或 


b ) 试证明，通过考察 a 和0的边缘表示，有 


个容易的方法来指出是否有〃覆盖札 


= 其中 ％>1>0 D 试证明 n 的分划中没有一个能覆盖多于〜 -2 个分 


划 & 


d ) 如果没有分划 A 存在使 A , 说分划^为极小的*试证#是极小的当且仅当矿有不同 


的部分。 


e > 假设 OFCfc 卜 a 卜…卜卜4卜…卜 <，其中 ci 和 a :. 是极 / J 份划。试证明 

f ) 武说明如何把在词典顺序下最小的分划计算成为支配一个给定 的分划 a 的不同部分。 

c l 

g ) 试描述把 n 分成不同部分的在词典顺序下最小的分划； U 所有通路/*_=%(- A > 

的长度是多少？ 

h ) 什么是形式〜…, 0^1" 的最长和最短通路的长度，其中对 H )< 〆 /， a , 覆盖 



图32对于12的分划的支配性格(参见习題54〜58> 
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► 5 MM 27] 给定分划; I 和 ju 且 A 5 m , 试设计一个算法来生成所有分划 A 使得 





& 


注 


这样的算法有许多应用。例如，要生成有 m 个部分而艮没有任何部分超过 Z 的所有 


分划， 可以令 A 是最小的这样的分划，即如同在习题3中那样… pm 」 ，并且令^是最 


大的， HP (( n-m + ])1 


) a (/ mod /» , 类似地，按照希*加 


Landau ) [Bull 


Math . Biophysics 15(1953), 143-148] 的著名定理，使得 


m 卜 m 

J 一 


\mf2] 




^ (m 



l )( m -2) + ..21 


的的分划是一个循环淘汰赛的可能的“积分向量％即使得藏/个最强的选手打赢第 fl , 场 

比赛的分划义…化。 


57. [M22] 假设 0 和 1 的一个矩阵 ) 有行之和^ 2^ 1} 和列之和\ = 2 乂 " 则 hn 

r 2 …和…是的分划。试证明这样的矩阵存在当 ft 仅当人3 

5 S - [ M 23 ] (对称均值。）令0-心"％和和 V * 九是 u 的分划，试证明对干变最 (〜 

所有非负的值，不等式 



成立，其中求和是对于 m} 的所有 m! 个排列进行，当且仅当 crt 饵例如，在 
物 0…0 和卜 11J ， 的特殊情况下,这个不等式简化为 

59. [ M 22 ] 在颠倒的序列 6, 51, …， 1 〗 1 111 和共轭序列 ( 1 〗 111<2 111 l ) f ， …， ⑹ 匕样的 

意义 F, 格雷通路 (59) 是对称的 & 试求在这种方式下对称的所有格雷通路 or H …， a 

60^ {23} 通过修改在 (62> 和 (63) 中调用 L(4, 6> 的所有位置处 _M ( 队 幻的定义，完 
成对定理 S 的证明 d 

61 ， [26\ 试实现基于定理 S 的一个分划生成方案 T 并 R 总是确定在访问之间已经改变的 
两个部分。 

62. [4(5] 证明或否定：对于所有充分大的整数 rt 和 3 使得 n mod w * 0 、以及对 p 

有 …<;« 的〃的所有分划 ot, 存在有部分 <m 的所有分划的格雷通路，并且以卜开始和以 a 结 
束，除非 0£=]' 或 0=2 广 2 。 

63. M71 对于哪一个分划 A 和士 存在有通过所有分划 a 的一个格雷码，使得 

► 64. [32] ( 二进制分划 a ) 试设计一个无循环的算法，它访问把 /! 分成为 2 的次幕的所有分 
划 , 其中每步以 2* +1 代替 2>2\ 或反过来 u 

65. [23] 众所周知， m 个元素的每一个可交换群都可表示为一个带有 7.2 丄 3-(66 ) 的加法 

操作的离散圆环体 r(m t , 其中且对于 I </</?, % 是叫 .1 的一个倍数。例如， 
当响 3604 . 3 2 - 5 1 时，对应于因式分解 (m lt m: ， m J )=(30, 6 t 2), (60, 6, 1), (90, 2 f 2), (120, 

3,1) ， (180, 2,1) 和 (360, 1 ， 1) ，共有 6 个这样的群 s 

试说明如何通过一个算法在每步中恰改变因式％中的两个，系统地生成所有的 因式。 

► 6& [M25] (/^ 分划。 > 不同于坚持…，假设我们要来考虑满足一个给定的偏序的 
« 的所有非负的合成。例如，珀 + 阿 ■ 麦克马洪 (P. MacMahon) 发现， “ 由顷 向下”的不 
等式 〜 < a 2 >a 3 < a, 的所有解都可以分成 5 个不相重叠的 类型： 
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a t > a 2 >a^ > a^; a A > a 3 ; 

^ 2 > a, > > a 4 ; a 2 > a l > a 4 > a 3 ; a 2 > a 4 > a^>a^ 


这些类型的每一个都能容易地枚举，因为 * 例如心 等价于〜-2>义-1 1 > 

a ^\ 对于0和0,+义切解的个数是把 t - 2-0- 1分成至多4个部分的分划数。 

试说明如 何来求 解这类的一般问题：给定 m 个元素上的任何偏序关系<，考虑具有如 
下性质，3卩当时巧 的所有 m 元组〜…心。假设已经对 T 标怍了选择 ，使得盘 
味着试说明所有这些合意的 m 元組恰好落入 M 个类中，即拓扑排序算法 7 2 JJV 的每- 
个输 m 在一个类中，对于非负的和加起来等丁〃的所有这样 的％… 生成函数是什么？你 
怎样才能把它们全都生成出来？ 

67. [ M 25] (珀+阿 ■ 麦克马洪，1886, ) n 的一个完美分划是这样一个多重集合，它恰 
有 n +1 个子多電集合，而且这些多重集合是整数0, 1,…，《的分划 . 例如，多重集合 {1 T H 
U }， {2, 2,1} 和 {3, 1,1} 是5的完美分划. 

试说明如何构造有最小元素的 n 的完美分划。 

6良[财 2 J ] 当⑷给定 m , ( b ) m 任意时， n 分成 m 个部分的什么分划有最大乘税仏…〜？ 

69. [ M 30] 试求使得方程…在正楱数々；^ 2 > 中仅有惟一解的 

所有(例如，当/^=2、3或4时，仅有惟一解；但却有5+2+1 + 1 + 1=5 ‘ 2 ] 1 + I 和 


3 + 3 + 1 + 1 + 1=3 



1 


1 和2+2+2+1 + 1=2 ■ 2 



1 


70 , [ M 30 ]( “保加利亚单人纸牌戏' ) 取/^张牌并任意把它们分成一堆或多堆，然后反 
复地从每堆删去一张牌并形成一个新堆。 

试证明，如果 n = l +2+ … + 则这个过程总是达到一个自重复状态且有大小为 { m . 


m 






1} 的堆，例如，如果 dO , 而且如果我们以堆大小为{3, 3, 2, 2} 的堆开始，则得 


到分划序列: 


3322 - 42211 - 5311 -^ 442 -* 3331 - 4222-431 11 -532 ^4321 -4321 


对于 n 的其他值，什么是可能的循环状态？ 

71. [ M 46 \ 继续上一题，在《张牌的保加利亚单人纸牌戏达到一个循环状态之前，能出 
现的极大步骤数是什么？ 

TL [ M 25 ] 假设我们写下 n 的所有分划 t 例如当#6时为 

6,51,42,411,33,321, 3111,222,2211,21] 1 L 111111 

而且把 Jt 的每第/个出现改成/: 

1, 11, II , 112, 12, 111, 1123, 123,1212,11234,123456 

a ) 试证明这个操作产生个别 X 素的一个 排列。 

b) 元素 A ： 总共出现多少次？ 

7.2 1.5 生成所有集合的分划 

现在让我们改变话题，并专注于稍微不同类型的分划。 一个集合的分 划是把 
这个 集合当作称为块的非空不相交子集的井的方法。例如，我们在 7.24-(2) 和 
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7.2.L4-(4) 中，即在上一小节的开始处，列出了 {1, 2, 3} 的 5 个实际上不同的分划。 
这 5 种分划也可以以如下形式更紧凑地 写出： 


123 ， 1213 ， 1312 ， 1123，11213 


⑴ 


用垂直线来把一个块同其他块分开在这个列表中，每个块的元素可以以任何顺 


序写出 


而且诸块本身也是这样，因为 “1312 






3112 




\ 


2113 


n 


以及 


2131 


全都表示相同的分划。但是我们可以通过约定，例如，每块的元素以递增顺序出 
现，并 E . 以它们最小元素的递增顺序来安悱诸块.通过这个约定， { 〗， 2,3,4 }的 
分划是 


1234, 12314, 12413, 12134， 12(314, 13412, 13124, 131214, 

14123, 11234, 112314, 141213, 1 I 24 I 3 S 112134, 1121314 (2) 

这是以所有可能的方式来把4安排到 (1) 的块中得到的。 

集合分划在许多不同范畴中出现例如，政治学家和经济学家经常把它们看 
作是“联盟”；计算机系统设计师可能把它们考虑为内存访问的“髙速缓冲命中 
模式”；诗人_认为它们是“音节方案”（参 见习题 在2+3 J 节我们看到, 
对象之间的等价关系 ■ ~^即反身、对称和传递的任何二元关系——定义把这些对象 
分成所谓的“等价类”的一个分划.反之，每个集合分划定义一个等价关系。如 
果/7是{〗，2,的一个分划，则每当 j 和于/7的同一块时，我们可以写： 


j = k (modulo 77) ( 3 ) 

在一台计算机中，表示一个集合分划的最方便的方式之一是把它编码成一个 
限定增长的串，即这样一个非负整数的串^〜，其中我们有： 

士 =0 和对子 1 CjCrt, < l+max(a 〗， … ， a ; ) (4) 

这里的想法是置当且仅当而且每当 j 是 它所在的块中的最小 者时， 就对 
A 选择最小可利用的数 . 例如，对于 (2) 中的 15 个分划，限制增长的串分别是 


0000, 0001, 0010, 0011, 0012, 0100, 0101, 0102, 
0110, 0111 ， 0112, 0120, 0121 ， 0122, 0123 


⑸ 


这一约定提议以下由乔治.哈特钛森 (George Hutchinson ) 给出的简单生成方案 
[CACM 6 (1963)， 613-614]: 

算法 H (在词典顺序下的限制增长的串） 给定 / i >2, 本算法通过访问满足限制 
增 长条件 (4) 的所有串〜…化，来生成 {1,2 ，…， /0的所有分划 a 我们维持一个辅 
助数组4卜…^其中 ~,= l + max ( a ,, … 4). 为有效起见，迖的值实际上被保持在 

分开的变量出中， 

H1 . [初始化。 ] 置〜…^!广0…0， -广 1…1 ，且 m—U 

H2 .[访问。 ] 访问限制增长 串士… 它把一个分划表示成为块，然 

后如果则转向 H 4。 

H 3 h [增加 a — 并返回 H2 , 
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H 4 .[求 \ Wj ^ n - U 然后当七咩时， W-J - i 。 

H 5. [增加^ J 如果 /=1 则结束否则置 %+U 

H6 扣川… &清空 。 】 置 m — 1>外 = b f ] ， 并 SJ -/+ U 然后当 _/< n 时， 置 a ，0, 
b 广 m ^ J _ j+l t 最后置化― 0 并返回 H2 , I 

习题 47 证明，步骤 H 4- H 6 很少是需要的，因而在 H 4 和 H6 中的循环几乎总是短 
的 & 这个算法的链接表版本见习题2。 

集合分划的格雷码。快速地通过所有集合分划的一个方法是，在毎步中仅仅 
改变限制增长串〜… 义 的一个数字，因为对十七的一个改动只不过意味着元素/从 
一 个块移动到另一个块9安排这样一个表的一个优雅方法是由吉迪安*厄尔里兹 
提出的 [ JACA /20< I 973}, 507-508〗：我们可以逐次地附加数字 

0 ， m，m - 1 , …，1 或 1* …，； 71 — I T m ,. 0 (6) 

到《 - 1个元素的分划的表中的每个串 A … a n „, ,其中出在这 
两个情况之间交替地进行。因此对于《=2的表 *00, Or 变成对于 n =3 的 k 000 、001， 
011,012,010^ ;而且当我们把它扩展到〃=4的情况时，这个表变成 

0000, 0001, 0011， 0() 12 , 0010， 0] 10, 0112, 011 J , 

0121 , 0122， 0123, 0120, 0100， 0102， 0101 

习题14表明厄尔里兹的方案导致一个简单的算法，它实现这个格雷码顺序，而又 
不必比算法 H 做更多的工作 c 

然而，假设我们并不对所有分划感兴趣，我们仅想要恰有 m 个块的那些 4 我们 
能否跑遍限制增长串的这一小些的汇集，而每次仍然只改变一个数字？是的，弗 
朗克+拉斯基已经发现生成这样—个表的非常漂亮的方法 Notes in Comp ‘ 
Sci . 762 (1993), 205-206] , 他定义两个这样的序列 ， 两者都以在词典顺 

序下最小的 m 块串 … （ m - 1) 开始 。 如果两者的区别在于以 
01 … ( m - 结束，而 I 以0, “ 01 … ( m - l ) O 结束。 当 Um </ i 时，拉斯基的递 

归规则如下： 

⑻ 
(9) 

当然，基础情况只不过是一个元素的表， 

= 1)} ( 10) 

通过这些定义，{1,2,3,4,5}分成3块的{〖}=25个分划是 

000 I 2, 00112 5 01112, 01012， 01002， 01102， 00102, 


A , 


- 1)， …， 


如果 m 为偶数 


争 1) 


(坩 - m 】)， 


， ■ 


，如果 w 为奇数 


A ： 







如果 m 为偶数 


M ) 


A 




im 




A ^ UA ^ O ， 如果別为奇数 
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因为{1，…，的每一个分划通过选择 U , …的 * 个元素来放进含有# r 的块中, 
以及通过对于某个 fc ， 以％4种方法把剩下的元素分划而得到。由松永良弼在 18 世纪 


00122 , 01122 , 01022 , 01222 , 01212 , 01202 , 

01201 , 01211 , 01221 , 01021 , 01121 , 00121 , 


00120, 01120， 01020, 01220, 01210 


01200 


(关于有效的实现，清参见习题17, ) 

在厄尔里兹的方案 (7) 中， a , 最右边的数字最快速地改变，但在拉斯基的 
方案中，大多数的变化出现在靠近左边处。然而，在两种情况下，每一步仅影响 
一 个数字而 E 这些改变都十分简单，或者4加减1而变，或者它在两个极端的 

值0和 l + max ( a ,, a r J 之间跳动。在间样的限定下，序列 A 。 …以块的 


以块的 


号码的递增顺序跑遍所有分划。 


集合分划的个数。 我们已经看到， {1,2, 3} 有5个分划,而 {1,2, 3, 4} 有15个, 

査+圣 | 珀西 ( C , S . Peirce ) 发现 A 十算这些计数的一个快速方法，他在 Mmencm 
Journal of Mathematics 3 (1880), 48 页)上给出 了以下数的三角： 


2 

5 

15 

52 


3 

10 

37 


2 

7 

27 


5 

20 


( 12 ) 


203 151 


1H 87 


15 

67 52 


这里第《行条目 


满足简单递归式 



叮* _ I ]1裊+ ” 


1 


如果1 < k < n ; 




C^-1M 


，如果 rt>I 


(13) 


而且珀西的三角有许多值得注意的性质，习题介绍了其中一些，例 


如， 



是{1，2, 


•I Efa * 


，峪的分划的个数，其中 it 是在它所在的块中最小的 a 


珀西三角对角线上的条目和头一列的条目告诉我们集合分划的全部个数，通 


常称为贝尔数。因为埃 


坦 


贝尔写了好多篇关于它们的有影响的论文41 


(1934), 411-419; Annals of Math. Z5 (1934), 258-277; 39 (1938), 539-557], ?Jc 

们将以％来记贝尔数，追随路烏斯 ■ 康姆特 (Louis Comtet) 的 首创， 以免同贝努利 
数艮相混淆。最初的一些值是： 


W = 


0 


2 3 


4 


5 


6 


7 



9 


10 


11 


]2 


m 




2 5 15 52 203 877 4140 21147 115975 678570 42(3597 


注意这个序列快速地增长，但不像那 样快； 我们 K 边将证明％ =©(〃/ log /^ 

对于 n > 0贝尔数取必定满足递归公式 


d 


64 



A 

\- / 










+ 

!■ 

I 

n 

\-/ 

/I I 

+ 


0 


p - J 
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发现(参见 7.2 丄7节)的这个递归式，导致了由威•阿-惠特沃什 ( W . Whitworth ) 发 

m^mChoice and Chance , 第 3 版 （]878), 3 , XXIV ]— 个漂亮 的生成函数： 



因为如果我们以来乘（〖4)的两边并对《求和，我们得到 



而且 (15) 是这个微分方程和/7(0)=1的一个解， 

由于数％同这个公式有关的^些奇怪的性质，在惠特沃什指出它们同集合分 
划的组合联系之前很久， 数吼就 已被研究了许多年.例如，我们有 



[ Mat . Sbornik 3 (1868), 62; 4 (1869)，39; G , Dobinski , Archiv der Math , and 
Physik 61 (1877)，333 336; 63 (1879)，108-110。] 克里斯蒂安.克兰姆普在由 
卡 * 弗 ■ 辛登伯格主编的 ( PWy ⑽ Lehrsatz ( Leipzig : 1796) , 112-1 13) 中讨 

论了，的 展开； 他提出计算系数的两种方法，即或者是使用(14)，或者是使用 〆 W 

项的求和 & 这里对于 n 的每个通常的分划取一个 3 (参见 阿尔博加斯特 ( Arbogast ) 的 

公式，习题 L 2.5-2 U 克兰姆普接近于发现这个公式，但他似乎更喜欢他的基于分 

划的方法，没有认识到当 n 变得越来越大时，它要求髙于多项式的运行时间，而且 
对于 f 的系数,他算出116015而非115975。 ） 


4 渐近估计。 通过使用复数残数理论的最基本原理之一，我们可以知道吼的增 


长有多快。如果每当 Izkr 时幂级数2；二〜/收敛，而且如果积分是沿着围绕原点 


逆时钟方向进行的一个简单闭回路并且驻留在圆 W </ ■之内进行，则 




-ba^ + a^z 2 +--- 



dz 



令= 是被积 函数。 我们可自由地选择任何这样的通路，但当通路通 

过一个点 A 而微分 T (&) 为零时，-些特殊技术经常适用。因为在这样一个点附近， 
我们有 

/(4 + ^ 卜 /( Zo ) + + 0(^) (18) 

[65] 例如，如果^⑹和厂 ( z 。） 为实数且为正、比如说这个公式表 

明， /( A 士 £) 的值近似于而 / to * 匕)近似于 w 如果£从4- / e 移动到 

则/ '( z ) 的值上升到一个极大值 t 然后再次 下降; 但是更大的值出现在这个通 
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路的左边和右边。换言之，一个复杂平面上徒步旅行的登山者，当在点 Z 的高度 


为贸 /(z) 时 


在 z, 处遇到一个 


U 


关口 




在这一点处的地形好像是一个马鞍点。 
如果沿任何通路来进行， nr U) 的整个积 

分将是相同的， m 是不通过这个关口的 
通路就不一定那样好，因为它将必须删 
除可能加以避免的 /u) 的某些髙值，因此, 
我们倾向于通过在增加虚数部分的方向 
上选择通过^的一条通路，来获得最好的 

结果。由彼 * 德拜 Annalen 67 
(1909), 535-558] 给出的这一重要技术称 





马鞍点方法' 

我们从已经知道答案 



图 33 靠近马鞍点的一个解析函数的特性 






(19) 


的一个例子开始，来熟悉一下马鞍点方法。我们的 B 标是当 〃很 大时，求右边积分 
值的一个好的近似.通过把/■⑴ W 写成为其中扣 hi In z ， 将很方便地 
来处理它。马鞍点出现于岁 (4)=1 为雾处，即在处。如果■心我们有 



因为当 fc>2 时， g (ki ( zM-iy ( k-\)\n / Z*. 让我们在从 fl-im 到疗 +fm 到 —/1+im 到 
~ n - fm 到 n - /m 的矩形通路上來祝分/⑵， 




2 n 



f (—w + it )dt + 


1 


2 niJ ^ 



f(t - im)dt 


显然，如果我们选择 m=2«， 则在这条通路上的最后三边上 l/U)K2i/(f 0, 因为 


1 



力和 bl> max(9i^3z), 所以我们剩下的是 


2 mJ z 




n 


dz 



_、dt + 0 ■ 


ne 


2 



现在我们又回到以前已用过多次(例如推导等式 5 丄 4K53)> 的一个 技术： 如果当 


g 八时，是对于 /(/) 的一个好的近似，而 a 如果两个和 / w 和 2^/(0 
都很小，则是 Sg/(o 的一个好的近似。同一想法也适用于积分^ [由拉 
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普拉 斯于〗 782年引人的这个一般的方法，通常称为 14 折衷的尾部”；参见 OWw/i 


§9 A 


J 如杲我们有 


o 


e gin^u) = eX pj g(j 飞、一 




2n 



+ 



e 


n 




n 


r exp 


it 


t 


4 


2n 



3 n 



4n 


+ 0(« 


5f - 3/2 


) 




/r 3 


t 


4 


A 



3 ^t 


+ 


4n 


3 


18 w 


4 



0(n 


9 f -3/2 


而且当时, 



I !<!/(« + in U2 * f )U —expf -1n(l 


r2 - lE-l 



n 


0 


e 


打 - # i 2f /2 


n 



n 


n 


不完备伽玛函数 



l/2 + 士 . 


€ 


-r/(2n)A 


dt 



f f 



k 



1 n 


2 e 




= 0(n 


0(i) -ft 

v- 


是可忽略的，因此我们可以让掉尾部并且得到近似式 


2 m 



e 


Z 


Z 


a 


dz 


e 


K 


Inn 



e 


- rf <2 n ) 



4 


6 



3n 



4 n 


18 /i 



0(n 




dt 


/ 


e 




2. r ^ \ ° 



In 


/ 



4n 





18 fi 


4 


4+ 0(， 叫 


财 h 


J^e 


H2n\ 


dt 


Q 


当然当 A 为奇数时 


k 


0。否則通过使用以下著名事实， 


即％ >0时 



& 


-at 


t 2l dt 


r (( 2 / + l )/ 2 ) 


V2 


n 


a 


十 ly 


(2 a ) 


ahW 2 



(2 j - l ) 


( 20 ) 


我们可计算 A 。 把每件东西都放到一起，就给出了我们渐近的估计，对所有^>0 


e 


(/ I - 1)! \ 


1 + 0 + 



15 


4/1 18« 


+ 0( n 


9 卜 3/2 


) 


( 21 ) 


这个结果同斯特林的近似很完美地一致。在1.2.11，2-(19>中，我们使用丫十分不同 
的方法推导过它。 在# « h /) 的展开式中进一歩的项允许我们来证明，（ 2 1)中 的真正 
误差仪仅是因为相同的过程对子所有的 m 产生一般形式 


/ i(42Kn^ vl )(1 + q q / f? 2 + …+ / 一 + G(n~ m ^ )) 


的渐近级数 


o 


我们对这一结果的推导掩饰了一个重要的技术细节：函数 In 2沿着积分通路不 
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是革值的，因为当我们绕着原点循环时，它以 2 W 增长。 确实，这个事实奠定了基 
本机理的基础，即它使得残数定理有效。但我们的推理是正确的，因为对数的这 
个二义性不影响当 n 是整数时 f U )=#/ 的被积函数。而且，如果 〃真 的不是整数的 
话，我们就可以采用这个论断，并且通过选择沿着在处开始逆时钟地环绕原点 
并返回的一条通路来进行积分，而使它严格化。而这将给我们提供伽玛承数的 
汉克尔 ( Hankel ) 积分，即等式115-(17)。由此我们推导出，当«时对所有实数 i 
正确的渐近公式 



因此马鞍点方法似乎有效——尽管它不是得到这一特定结果的最简单方法。我 
们现在应用它来推导贝尔数的近似 大小： 


现在马鞍点出现在点处，其中 

^ = n ( 24 ) 

(我们实际上应当写 1(/0 来指出 g 依赖于〜但这将使下面的一些公式很杂乱。 ） 暂时 
且假定我们从某处获知了钟^值，然后我们要沿着使 pf + k 的一条通路来计算积分， 
而且我们有 


8(^ + 



- n\ ln§ 


{it) 2 ?+1 (itf I 2 -2! (it) 4 ^ + 3! 


2! 与 2 


3! ^ 


4! I 4 


+ 


/ 


通过在一个适当的矩形通路上进行积分，我们可以如同在上边 冰样旺 明， (23) 
的积分可以通过下式很好地近似 




-1/2 


t-1/2 








灸 一 I 




一 1作_1) 


k 义 


(25) 


参见习题43 




注意 a / 是在这个积分中的 0(# 我们得到形如 





b 




^J27zn(i + l) 


+ 


+ 


—. + 鲨 +0 (生) 







(26) 


的渐近展开，其中(鼾 I ) 3 %是 g 的次数为 4 A 的一个多项式(参见习题44)。例如 


h = 


2? 


4 




• 20? 


2 


18与+ 2 


(27) 


24 (?+ 1 ) 



4| 8 - 1 56 f- 695| 6 - 696| 5 + 1092f + 29(6^ + 1972! 2 -72^+4 < 28 ) 

1152(^ + 1) 


在 (26) 中使用斯特林近似式 (21) 可证明 
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>a 



exp « |-l + 



-I - 二 ln(f + l)-l 

2 



12 /i 



O 


(}ogn\ 


n 


(29) 


而且习题 45 证明类似的公式 


% 






« 1*1 + 


n 







12/i 


+ 0 





(30) 


/ 


结果我们有 






i 



/I 


Q 


更精确地 






1 





喲) 


但是什么是 g 的渐近值呢？定义 (24 ) 意味着 


(31) 



In /t - in § 


irm - ln(lii fi-In I) 




Inn- InInw + C? 


log log n 
iogn 


32 


我们可以像在习题 49 中所示那样，沿着这一方向继续进行下去^但是对于越来 
越大的 m 值，用这个方法建立的 | 的渐近级数绝不给出比 0(【/(log «)•) 更好的精确 
性。所以当在关于的公式 (29) 和关于 ^ 的公式 (30) 中乘以《 时， 它是极其不 

精 确的。 

因此如果我们要使 (29) 或 (30) 来计算贝尔数的好的数值近似的话，最好的策略 
是不使用一个缓慢地收敛的级数，而以计算对于 ? 的一个好的数值值开始。在算法 
4.7N 前边的评述中所讨论的牛顿的求根法，产生有效的迭代方案 

lo =ln «， ?jt + i =|~( 1 + ^> ^l n ^) (33) 

它快速地收敛到正确的值。例如，当《 =100 时，第 5 个迭代 

翁 5 = 3.38563 (11402 90050 18488 82443 64529 72686 74917 - (34) 

已经正确到 40 位十进制数 a 使用 (29) 中的这个值，当考虑到项时、给了 
我们逐次的近似 

(1.6176088053 … ， 1.6187421339 … ， L618706539I1.6187060254- )^ ⑴ … 
的实际值是 115 位整数 161870602 7 4 46 0… 20 74 K 

既然我们知道了集合分划％的个数，让我们尝试来想出它们中有多少个恰有 
m 个块 3 结果是 {1, 的几乎所有分划都有大约块，而且每块大约有 I 个 
元素，例如，图 34 示出当 n=100 时数的一个矩方图且 ¥»29.5 4 。 
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图34在接近 m =28 和 m =29 处，斯特林数是最大的 

通过应用马鞍点方法到公式1.2.9-(23)，我们可以观察 D 的大小，它指出 



n 



—Az n ](e l -i) m 

ml 


nl 


ml 2 m 



m l_ 〆 一 1 )-(■ fl + l)inz 


令 a =(«+ l)/m 


o 



dz 


(35) 


a 


=a 


-e 


(36) 


时，函数 gC^cr'ln (f- 在 o>0 处有一个马鞍点 。 注意对于 co ) 0 
这特殊的 oft 通过 

fi = T(ae，。) (37) 

给出，其中 r 是等式 2.314-(30) 的树函数。 R 实，户是0和〗之间的值，对于它我们 
有 


fie — 好 = ae a ( 38 ) 

当 A 从0增到1时，函数;从0增到然后它再次减少到0。因此 JS 是惟一确定的， 
而且我们有 



通过使用反演公式 




所有这样的对偶 a 和 J8 可得到，例如值 dn 4和2对应于 o^ln 2 5 

我们可以如同上边一样证明， （35) 中的积分渐近地等价于在通路2=(7 + ||上的 
办的一个积分(参见习题 58), 习题56证明，关于 Z=(J 的泰勒级数 
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有以下性质，即对子所有 *>0 

fV)|<2(A-l)!(l-/3)/cr* (42) 

因此我们可以方便地从 幂级数 (z) 删去 iV=(«+l>(l- 灼的一个因式，而且马鞍 
点方法导致以下公式，当时 



(43) 


其中 (1 - 爲尸 匕是 a 和芦的一个多项式 D ( 分母中的量 (a-# 广 来色 +这样 


个事实，即由 (37) 



(39), 






m 


/ a 


n 




(a//8 


ir/(a-py. > 例如 




6-p 、 4 邱 2 -a 2 0 5(2-fi l -apf 

一 8( 卜芦) 



习题 57 证明； V— 如当且仅当的一个渐近展开类似于 （ 43 ), 伹稍微 

更复杂些，它首先是由 利奥 . 莫泽 (Leo Moser) 和 马克 . 维曼 (Max Wyman ) 得到的 
[Duke Math, J. 25 (1957), 29-43]. 


公式 <43> 看起来有点吓人，因为它被设计来应用到块计数 m 的整个范围，但 
当 m 相对较小或相对较大时，有可能做重大简化 ( 参见习题 60 和 61> 5 但当 {：：} 是最 
大时，简化的公式不给出在重要情况下的精确 结果。 现在来更仔细地考察那些关 
键的情况，使得我们可以解释图 34 中示出的陡峭的峰值。 


如同在 (24) 中那样令刼 ^ /I ， 


并假定 m - exp(f + r / \ ! n) = ne r I 专 


■- 

f 


我们将 


假定 IrK/f ， 使得 m 接近于 （ 43 ) 中的前导项可以改写成 


n\ I 

一 — ■— — ■一 ■ ■ 

^ ( a - 谷疒卞扣以 — 

m n (/t + 1)! / p\ m ~ n e ， (45 ) 

^ t« + ir ( V2n(n + l)l ~a) 

而且 (/i+l)! 的斯特林近似式明显地已可在这表达式中间删去.借助于计算机代数的 

帮助，我们求得 



而且同 or 和 (5 相关的量是 
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咐 2 ，卜1) ■ 


0(^n l£ ' ] ) 


因此整个结果是 




3g(2g + 3) + (g + 2)r 


+ 0(§V f ) 



当 

r -si^ +0(lv " v2) 


时最后一行上的平方表达式为零，因此当块的个数为 


3 + 2g 
2 ^ 2 | 







时出现极大值 & 通过把 （47) 同 (30) 敵比较，我们看到，对于一个给定的〃的值 
最大的斯特林数近似地等于 


马鞍点方法适用于比我们在这里已经考虑的一些问题还要困难得多的问题 


在好几本书中都可找到关于髙级技术的精彩阐述：尼 


戈 


■德 * 布鲁因 (N. G. de 


Bmijn)， Asymptotic Methods in Analysis (1958)， 第 5 章和第 6 章 



威 




尔弗 (F. W. L Olver), Asymptotics and Special Functions (1974). 第 4 章;王世全， 
Asymptotic Approximations of Integrals (2001), 第 2 章和第 7 章。 


随机的集合分划。在{1， 






的一个分划中，块的大小本身组成数《的 



通常的分划 & 因此我们可能不知道它们大槪是什么类型的分划。 7.2,L4 节中的图 
30示出同25的所有尸(25)=1958个分划的费尔利斯框图重迭的结果，这些分划趋向 
于遵循公式 7.2 丄 4-(49) 的对称曲线。相反，图35示出当我们把集合 {1, … ，25} 的所 

16386 x 10“个分划对应的框图重疊时发生什么情况，显然，一个随机的集 



合分划的“形状”十分不同于一个随机整数分划的形状 & 

这个变化来自于如下事实，即某些整数分划作为集合分划的块大小只出现一 
些次，至干其他的则极为普通。例如，分划+ 1 +…+ 1只是作为一种方式出现， 


但是如果《是偶数，则 n=2+2+ …+2以(《-1)(«-3)〜(1)种方式出现 
数分划 


0 


当 rt=25 时， 
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0 5 



图35当 n =25 时，一个随机集合分划的形状 

25 = 4 + 4 + 3 + 3 + 3 + 2 + 2 + 2 + 1+1 

实际 h 在所有可能的集合分划的 2 % 以上中 出现。 （这个特殊的分划结果在 tt=25 情 
况中是最普通的。习题 t . 2 . 5 - 21 的答案说明恰有 


«! _ 

c 2 12\ C1 —c n ln\ Cn 


( 48 ) 


个集合分划对应于整数分划打 ■ 2 +.，-+ c，i ) 

我们能很容易地确定在一个随机的集合分划中 A 块的平均数，如果我们写出所 

有％的可能性，则每个特定的々元块恰出现％ * 次，因此平均数为 

( 49 ) 



而且，在习题 64 中证明的上面等式( 31 >的一个扩充表明*如果 




( 



n 




1 



技呢+ 丨 + 1) 十 0 

2(| + 1 ) 2 w 




k 

7 2 


(50) 


/ 


其 中自在 ( 24 ) 中定义。因此，若*<#，公式 ( 49 ) 就简化为 




it! 


i + 


o (-] 


= 




备 a +_ 2 一 )) 


( 51 ) 


平均 来说， 大约有大小为 1 的?块 1 大小为 2 的 I 2 / 2 !块，等等。 


这些量的方差很小 (参见 习题 65 ),因而 


个随机分划的特性实际上就如同女元 


块的个数是具有均值的 

利斯坐标中的点 ( A *), fc )， 其中 


个泊松偏离那样，图 35 中示出的光滑曲线跑遍费尔 


f(k) = | ft+l i{k + 1)!+§“ 2 /(k + 2)!+|“ 3 /(/c + 3 )! + … 


( 52 ) 


是从对应于块大小 fc > 0 的顶部线的近似距离 


(当 n 变得很大时，这个曲线躭更接 
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近于垂直了 a _ 

最大的块趋向于近似地包含个元素，而且，含有元素1的块有小于 g + a # 
的大小的槪率趋近于正态离差小于0的槪率。〖参见约翰*海格 (John Haigh ), J , 

Combinatorial Theory A 13 (1972), 287-295; 伏 * 尼* 萨兹科夫 ( V . N . Sachkov ), 
从[ 9 ?8年出版的一本俄文书翻译过莱的书 Methods in Combinatorial 

Analysis (1997), 第 4 章； 尤-雅库波维奇 ( Yu . Yakubovich ), 从1995年发表的一篇 
俄文论文翻译过来的丄 Mathematical Sciences 87 (1997)， 4124-4137; 博. 皮梯尔 
( B - Pittel ), J . Combinatorial Theory A 79 (1997), 326-359。 1 

生成 {1, 2,…，的随机分划的一个漂亮方法是由阿 •约 * 斯塔姆 ( A . h Siam ) 

在 [ J ⑽ r/ua/ £>/ Combinatorial Theory A 3 5 (1983) > 231-240] 引进的：令 A/ 是以 



T } ~ ~ - n 

r rn i 

enr.Tn„ 

FT 


(53) 


的概率取值 m 的一个随机整数，这些槪率由于 (16) 而有和数 U —旦选择了 A /, 就 
生成一个随机的《元组尤毛…义，其中每个 A 在0和 M -] 之间一致和独立地分布^ 
然后令在这分划中当且仅当 X , = 这个过程有效，因为每个 A 块分划 
^ / mTf )Pm 的槪率被得到= 


例如，如果〃=25,我们有 


/? 4 « 0,00000372 

0.000 19696 
内， 0.003 1316 【 

0.02 II0279 

/? 尸 0.0743] 024 


jt^O. 15689865 
p It) *0.21855285 

» 0.21526871 
0,15794784 
^^ 0.08987171 


0.04093663 

0.01531445 

0.00480507 

0.001 28669 
/? l8 -0.00029839 


p,g K 0.00006068 

p 20 « 0.00001094 
^^ 0,00000176 

p n ^ 0.00000026 

= 0.00000003 



而且其他槪率是可忽略的。所以，通常我们通过考察在9, 10, n 或12进制之下的一 
个随机25位整数，可得到25个元素的一个分划。使用3+4.】 -(3) 可以生成数它倾 
向近似于参见习题 67) 


个多震集合的分划，一个整数和一个集合的分划仅仅是一个吏一般得多的 
问题，即一个多重集合的分划的极端情况，其实，《的分划实际上和 {I K …， U 的 
分划一样，这里给出的是 〃个 h 

从这个观点出发，〃个元素实际上有 〆 《) 个不同的多重集合。例如，当 

就出现5种不冋的多重集合分划的情况： 


1234, 123|4, 124(3, 12|34, 12|3|4, 134|2 ? 13(24, 13|2|4， 

14|23, 14|2|3, 1|234, 1|23|4, 1|24|3, 1|2|34, 1|2|3|4; 

1123, 112|3, 113)2, 11|23, 11|2|3, 123|1，12|13, 12|1|3, 13|1|2, 1|1|23, 1|1|2|3; 


1122, 112)2, 11)22, 11)212, 122|1，12|12, 12|1|2, 1|1|22, 1|1|2|2; 

1112, 111|2, 112!1，11|12, 11|1|2, 12|1|1, 1|1[1|2; 

1 H 1, 111(1, 11(11 ， lfljlh 


( 54 ) 
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算法 M (在递减词典顺序下的多重分划。 


给定一个多重集合 h 


1 


v ■ 


n 


m }， 使用上面所述的数组… c Q c , 




仏以及 V c V , 


ri i ： 


本算法访问它 


的所有分划，其中《 




■- » 


+K 


m 0 


我们假定 m >0 和 n 


， n^O 


MU 初始化1对于 0</< m , 置 q 


+— 


1和⑷ 


I ■■— 


v ； 




并置 / 0 




a 




/“(难/| 


b 



9 


在以下的步骤中，当前栈框架从 a 跑到 fc - K 含) 


P 


(此时我们要找在当前的框架中，向量 u 分成按词典顺 #<v 
分划。首先我们将使用 V 本身。和 — h 然后当时 


M 2 .[从 W 减去 v 。] (此时我们要找在当前的框孕 

的部分的所有分划。首先我们将使用 v 本身 

做下列操作：置*而且如果 a >1 


则置 G 




V * 


V 


k _ b ¥\ % 


当多重集合包含出个不同元素，且一类有％,另一类有〜……最后一类有〜时， 
则对于分划的总数我们写 〆 u 2 , …， A ), 因此 (54) 中的例子表明 

p ( l , l ， M )= J 5, p <2， l ， 1)=11，/?(2,2)=9, pO , J )=7, p ( 4)=5 (55) 

对于的分划，通常叫做 w 2 部分划' 对于 m =3 的分划叫做 “3部 分划' 而一般 

这些组合对象叫做多重分划。对于多重分划的研究是由珀*阿 > 麦克马洪在很久 
以前开始的 [ PAiVos 叩 Aioi / Transactions 181 (1890), 481-536; 217 (1917), 81- 

113; Proc . Cambridge Philos . Soc . 22 (1925), 951-963]; 但这个话题是如此广泛， 

因而还有许多未获解的问题 。 在本节的剰余部分和随后的习题中，我们将一幣迄 
今为止已发现的这一理论的最有趣和最有教益的方面 & 

首先，重要的是要注意到，多重分划实际上是带有非负整分量的向 f 的分划, 
即把这样一个向量分解为这样的向 S ： 之和的方法.例如，在 (54) 中列出的 {1, 1， 
2, 2} 的9个分划和双部列向量 （ 〖)的9个分 划一样 ，即 

2 2 0 2 0 200 1 1 11 110 110 1100 / \ 

2? 11， 02? 0 11， 20? 1 It 10 1， 002» 0011 J 

(为简单起见，如同在一维整数分划中那样，我们省去加号 。) 如果我们以非递增的 
词典顺 序来列出它的部分，则每个分划可写成一个规范形式 

一个简单的算法足以生成任何给定多重集合的分划。在下列过程中，我们在 

包含元素三元组 (G W , V > 的一个栈上表示分划，其中 r 表示一个分量的号码，〃>0表 

示在分量 c 中还剩下的未被分划的数量，而表示当前部分的 c 分量 。 为方便起 
见，三元组实际上被保持在三个数组(〜〜…)，（‘心…)以及 ( v y ，％ …沖， 而且 
还维护一个“栈框架”数组认，/，…)，使得分划的第(/+〖>个向董由在 c 、 m 和 v 数组 
中的元素/；直到〗组成 6 例如，下列数组将表示双部分划？〗 
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j “ j+U 但如果在 w 已被减少后，〜小于 v》， 则动作 改变： 首先置 

v 4 ,而且如果 a 非零，则 fc — 女+1,然后置当 y <& 时， 置〜— 
^ c ， c ” v t *- u k , rfij 且如果％ * K 则然后再次地 /- y + i 直到 
_/=々为止。 

M3 .[如果非零则压栈 s J 如果 t>&, _‘卜 〜 b — k t 并返回 

M 2, 

M4 .〖访问一个分划 & ] 访问由当前在栈中的/+【个向量表示的分划。（对于 

0 < k < U 对于/； <_/</ t+I ， 这个向量在分量 c , 中有 ) 

M5 •[减少V。！ Sj - b-U 并 且如果 ' =0则置 j-/ - 1，直到 v ,>0 为止然后如 

果>^且1 = 1.则转到 否则置 V 』 “ v 厂 i ， 而目.对-〜返 
回 M 2 S 

M6 .[回溯。 ] 如果/=0则结束，否则置卜卜1， b ^ a y a — f ” 并返回 M5 a | 


本算法的关键是步骤 M 2, 它把当前驻留向置《减小最大允许部分 v ; 如果必要， 

这一步也把 v 减小成按词典顺序的最大的 < v 的向量，即小于或等 f 在每个分量中 
新的驻留的量。 

现在通过讨论多重分划和对于进制排序的最低有效位优先的过程(算法 5.2.5 R ) 
之间的有趣联系，我们来结束本节。通过考虑一个例子可以最好地理解这个想法。 
参见表 I ，其中步骤 (0) 示出在词典顺序下的9个4部分的列向董9序列号码①〜⑨巳 
被加到底下作为标识，步骤 (1) 实现一个稳定的向莆排序，并把它们的第四(最低有 
效)条目变成递减顺序；类似地，步骤(2)、 （3) 和 (4) 对于第3、第2和顶部的行进行 
稳定的排序。进制排序的理论告诉我们，原来的词典顺序由此被恢复。 

表1进制排序和多重分划 


步骤(0>:原來的分划 排序行4 步骤 (2): 排序行3 

655432100 064 3 50521 065251 4 30 

32 1045642 2 3 0 4 2 4 1 5 6 232516044 

663115207 761160352 7 6 6 5 A 3 2 A 1 1 0 

421331 125 5 a 4 3 3 A 2 2,1 1 1 54211 1332 

®®@(D(3)C?)©(D® 

a 4 = {9 a 1 4 5 a 2 8 a 3 6 7 ) cr 3 ^ ( 1 2 5 8 rt 7 9 A 3 4 6 ) 

步驟⑶：排序行 2 步骤⑷：排序行 1 

123060554 655 4 A 3 A 2 A 1 0 0 

6 a 5 4 4 a 3 a 2 2 1 0 321045642 

2 5 1 0 6 7 6 5 1 663 1 15207 

1 1 3 2 4 5 2 1 3 4 2 1 3 3 1 1 2 5 

®® ⑤⑧①®©©④ ①®® 

= (6 a 4 8 9 a 2 a I 3 5 7 ) a v = (5 7 S 9 A 3 A 2 A X 4 6) 


假设在这些稳定的排序操作之后，序列号的序列分别是 A 、 a , a ,, a 2 a } a^U 

■P 

其中诸 a 是排列。表 1 示出在括弧中的« 2 和％的值而且现在达 
到这样…点，无论在哪里如果排列％有一个下降，则在排序之后在行 j 的号码也有 
一个下降，因为排序是稳定的.（这些下降在表中由脱字号 ( A ) 来指出.）例 如，％ 

If 
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有 8 后面跟着 7, 我们因而在行 3 处有 5 后 卤跟着 3 。 因此，在步骤 (2) 之后行 3 处的 
条目 A …仏不是它们之和的任意分划，它们必须满足 

a Y > a 2 > > a,>a^ > a^> a y > a % > (58) 

但是数 (A - 2, a 2 - 2 , a s - 2 , a 4 - 2 , a t - 1, ^ - 1, a 7y 确实形成原来的和 ， 减去 

(4+6) 的实质上任意的分划。减去的数量 (4+6) 是出现下降的下标之和。这个数就是 
我们在 5. 1.1 节所称的 ind %, 即 a, 的下标。 

因此我们看到、一个 m 部分的数分成至多 r 部分的任何给定的分划(且加上额外 
的零使得列数恰好为0,可以被编码成{丨 ，…， r } 的排列 仏的 一个序列，使得 

乘积 ofr “ oe m 是单位，连同数 ( n_-ind a ,, …, « m -ind aj 至多分成 r 部分的通常的一 
维分划的序列。例如，在表1中的向量表示(26、27, 31, 22) 分成9个部分的一个分 
划；悱列 < V “ 出现在这个表中，而 fl 我们有 (ind oc ]t ind a A )-(\ 5 r 10, 10, U) a 
诸分划分别为 

26-3 5=(3 2 2 1 1 1100), 27-10=(3 3 22 22 2 1 0), 

31 - 10=(5 44 3 2 1110), 22-11=(2 2 I 1 I 1 It i) 

反之，任何这样的排列和分划将产生 ( A , … ，〜)的一个多重分划。如果 r 和 mm 小, 

則当列出和推导多重分划时，考虑一维分划的这些 l 个一维分划序列可能是有 

帮助的，特别是在双部分的情况下， I 这个构造是由巴希尔_戈登 (Basil Gordan) 给 
出的， X London Math. Soc. 38 (1963), 459-464 „ ] 

关于多重分划早期工作的 一个+ 错的小结，包括分成不同部分和/或严格地为正 
的部分的研究，出现在莫，辛 • 契取 M. S+ Cheema) 和西.萨-莫兹金 (T.S.Motzkin) 

的论文[/ V 沉. Symp. Pure Math t 19 (Amen Math* Soc. ， )971), 39-70】上 。 

习 题 

▼ L U 仍（乔 • 哈特钦森。>给定 n 和 r >2, 试证明，对干算法 H 的一个简单修改将生成 

77 1 { 1 ，…， n } 分成至多 r 个块的所有 分划， 

► 2. [22] 当在实践中使用集合分划时，我们经常要把毎块的元素链接在一因 此存- 
个链接的数组;，…/,和标题数 组匕… 4是方便的，使得_个【元块分划的第 J /块元索是^>—>心 

其中 

i 2 ^ i r i , = 以及4 =0 

例如， 137I25I4S9I6 的表示将有匕4, =001020348 , rfSJHA … /j」=7596 e 

试设计使用这个表示来生成分划的算法 H 的版本， 

3- W 23 ) 什么是由算法 H 生成的 12} 的第100万个分划^ 

► M2/I 如果 a …义是 任意串，令〆 rr U 是对应于等价关系=七的限制增 
长串。通过应用这个 P 函数， 例如〆 t O oth)=0H02, 把在斯坦福图库中的每个5字以英文间 
分类 6 这样一来，5个元素的52个集合分划中有多少可以由英文词表示？每种类型#普通的 
词是什么？ 
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5+ [22] 试猜测以下两个序列的下一个元素是什么？ （ a ) 0. 1， l t 1，12, 12, 12 t 12, 12, 12, 
JOO , 121, 122 1 123, 123,…; ( b)CK M 2, 100, 112, 121, 122, 123,…。 

► 试提出一个生成的所有这样分划的算法，即其中恰有大小为1的块 Cl 个. 

大小为2的块^个，等等。 

7] M 2 ⑺{ I ，的排列 * …1中有多少有这样的性质， 即‘ 意味着 j > Jt ? 

8^ [20] 试提出一个生成…所有这样的排列的算法，_这些排列恰有 m 个自左到 
右的极小 * 

911_给定整数蛻九'.-人十 有多少限制增长串 v 恰含 V 个/的 出现？ 

104 乃] 一个半标号树 是这样 一种有 向树， 其中的叶以輳数 {1, …标号，但其他节点 
则无 fcV 号，因此对于5个顶点來说，共有15株乍标号 的树： 

| fU A q $令 佘佘 负中角愈 

忒求 { U …，塒的分划和具有 rt +1 个顶点的半标号树之间的一一对应。 

►] 】 [2 S ] fi ： 7. 2. 1. 2节我们发现达德尼的著名问题 send + more = money 是一个？ 纯粹” 

的字母算术，即具有惟一解的—个字母算术。他的难题对应于13个数字位置的一个集合分 
划，对于它限制增长串 p ( sendmoremoney ) 是0123436145217;而且我们可能不知道他要怎 

样幸运才能得到这样一个构造。有多少长度等于 U 的限制增长串来定义形如义 

= %^* |£ |^2， | ^3( |2 ^ 1 ，的纯粹字母算术？ 

12. [ MSI ] (分划格 & >如果/7和/7_是相同集合的分划，我们写 / Tj / T . 如果每当^ 

: y ( nKHiuloiT ) 时就有 j ^ y ( itioduloi 7)。 换言之， 77 j / T 意味着 JTT 是/7的一个加细' 通过0个 

或多个后者的块的分划得到；而 R / J 是/7 1 的 "粗化 ”或联合,通过加0个或多个块含并在一 
起得到 s 容易看出这个偏序是一个格、而且 /7 V /7 1 是和 fT 最大的公共加细，而 J 7 八 /T 

是它们最小的公共的联合 9 例如{1,2,3,4}的分划的格是 



如果我们通过限制增长串 A 〜 A 叫表示分划；在这个框图中的向上通路把每个分划变成为它 


的加细，有 f 个块的分划出现在从底部开姶的级〖上，而且它们的后裔形成 {1+'0 的分划格。 

a > 给定和 <…,试说明如何计算 / TV / T 。 

W 给定 a 和劣…<，试说明如何计算 /7 A / T a 

0在这个格中什么时候/?覆盖/1(参见习题7.2 + 1.4-55)? 

<1)如果 H 有大 小为〜 …，1的 f 个块，它一共覆盖多少个分划？ 
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0如果/7有大小为心 …, \的1 个块， 有多少个分划覆盖它？ 

f ) 真或假：如果 / TV /? 覆盖/7,则 / T 覆盖 /7 A /7 1 , 

g ) 真或假：如果江 禰盖打 A /7、 剛 /7 V / T 覆盖/7, 

h ) 令扒 功表示/?的块的个数。试证明 WJ 7)+ MJT：K t>(HV fT )+ h ( J 7/\ n r ), 

13. [ M 2 S ] (斯蒂芬■卡 * 密尔尼 (Stephen C , Milne ), 【977,)如果4是{ I , /?} 的分划 

的一个集合，它的阴影是对于某个使 H 覆羔 17 1 的所有/7 1 分划的集合.（我们在 
7 . 2. H ( 54 ) 中考虑过子集合格的类似溉念了， ） 

令汀，/^.…是在它们的限制增长串的词典顺序下，化分成为烛的分划，并令/ I ;, 
/ IV …也是在词典顺序下 ( f -1) 块的分划。 WttiE 明有一个函数 / UA 0 使得，对于0<~<^ 

/T 卜…， //,}={ /7“ …， /7 r >> 

提示：习® 12中的框图示出 (/ U 0 > T …, 以职0,3, 5, 7, 7, 7, 7), 

14^ [23] 试设计一个算法，来以类似 (?) 那样的格雷码順序生成集合分划。 

[ Mil ] 什么是由习题 I 4 的算法生成的最后分划？ 

16- [/ tf 〗 表 ( U ) 是拉斯基的什么是屯? 

P . U 6】 对千 (U … ^}的所有 m 块分划，试实现拉斯基的格雷码(8)。 

JMM 刪对于什么 L 有可能以这样一种方式来生成所有限制增长串…七.即在每步 
中某个4改变±【？ 

1 M 2 的试证明，当 ( a ) 我们要生成所有％串 * … a fl 时； 或 < b ) 我们只要生成满足 maxk 〜 

A 的情况时，对子限制增长串存在一种格雷码 ， 对于它来说，在每步中，某个 
或者改变土 1，或者改变± 2* 、 

20.1/7] 如杲/7是{1，…，的一个分划 ， 它的共轭由下列规则定义： 

/ — A (modulo IT )^ n ^ r \ - j ^ n+l -k (modulo FT ) 

假设 J 7 有限制增长串 0010102020]3; 什么是 JTT 的限制增长串？ 

2 L [ M 27 H 1 1} 有多少自共轭的分划？ 

22, \ M 23 j 如果 X 是具有一个给定分布的随机变量， f 的期望值称作该分布的第^个动 
量。当 X 是⑷具有均值1的泊松离差(等式 34.1-(40) 财， ( b ) 当併>/1时{1， …， m } 的随机排列 
的不动点个数(等式 1.3. 3，(2?)) 时， 第 a 个动量是多少? 

21[//财邓1如果是一个多项式，令/ ㈣ 代表以凡 a 

a ) 试证明符号公式故+1卢 rar /( cr ) s 例如，如果 / U ) 是多项式/，则这个公式指出 

( 1^0 = TJT ) 母 

W 类似地，证明对于所有正整数1 f ( m ^ k )^ ru k - f ( m) a 

c ) 如果 p 是质数， 试证明提示： 首先证明;^ 

d ) 结果当■+ 〆 、… + p + l 时， uj 一 残 ©.(modulo p) e 

24 .[/ WJ 5】 继续1： 一 道題. 试证明如果 p 是奇质数， 则贝尔数满足周期律' 

( m 0 dul °^ K 提示：证明1匕芝心 ( 幻 + 1(1^(11|1 0/ ^/-】及, （ 办〜，如<1 / >^文：^其中 

g f - 1 ) 


12 生成所有可能性 


231 


25, [ M 27} 证明吼 / %-彳 < ^/ 吼 _]+1 。 

k 26. [M22] 按照递归等式 (13), 在珀西三角中的数队*计算在无穷有向图 



中的从@到©的通路。试说明为什么从@到@的每条路对应于…，4的一个分划。 

► 27. [ M 35] 次序/!的一个“摇摆不定的表景循环”是对于0<々<2«，满足 — 

的整数分划4-^如知…的一个序列，使得和对于满足气 
和对丁-某个 （满足 0<4 <心这里 A 表示当 0<f<n 时的单位向量而且〜为全零 。 

a ) 列出次序为4的所有摇摆不定表景循环，[提示：总共有15个，！ 

b ) 试证明恰好有％,个次序《的摇摆不定表岽循环，有 G ,=0, 

► 28. [M25] (广义 的车多項式。 )考虑在行和列中的方格 A+ … +1 的一个安排,其中行女包 
含在列1, A 中的方格.在这些方格中放置零个或多个 “车' 而且在每行处至多有一个 
车，且在每列中也至多有一个车。如果一个方格在其右边和在其下边没有车，则这个空方 
格称为是自由的 。 例如，图 36 中示出两种这样的设置，一个是有 4 个车在长度 (3. 1, 4. I 5, 

2, 6, 5) 的行 T 而另一个是在9 « 9的正方形板上有9个车。用黑圆圈表示车，空圆圈被放置 
在每个车的左边和上边，因此剰下的就是自由的空方格。 
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图36车的放置和自由方格 


令/?(心一，~>是在所有合法的车的设置对广―进行求和得到的^和?的多项式，其中 r 是 
车的个数，而^是自由空格的个数。例如，图35中的左图对于多项式/?(3, l t 4, 1, 5,9, 2, 6 . 
5) 的贡献为 jcV 7 . 

a} 试 证明我们有及 (a, ， … ， flj= 科〜 …，4 { J a M , a h2i 换 言之，行长的 顺序无 


关紧要。因此我们可以假定，像在类似 + m .4-03) 的费尔利斯框图中那样 


b ) 如果味 > …\且如果 iv + 丸 =( v 〜 f 是共轭 分划， 试证明 -, aJ = R(b 

c ) 试求计算 /?(‘ …， O 的一个递归式，并且用它来计算 /?(3,2 J) t 

d ) 通过把加法规则 (13) 改变成 
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推广拍西三角 U 2) 9 因此 位 31 d y)=x-hxy+y 2 , y^x^lxy+xy 2 ^ , 等等。 

试证明得到的是车多项式所〜…，其中 

e ) 部分 ( d ) 中的多项式 y ) 可以被当作为一个推广的贝尔数 uUu ), 表示在习题26 
的有向图中从@到©的通路，它们有给定数目的向东北的、步'’和给定数11的句东的 
、歩' 试证明，对所有 fc 度为 n 的限制增长 串仏… ％求和， 

^ (x,y)= ^ 广 l yi 

29. \ M 26\ 继续上一道题，令艮（心 R ( a { , ++% aj 是关千 y 的多项式，3放 
个车时，它枚举自由空格的个数。 

a ) 试证明在的板上放置《个车的方法数 (并 保留有/个自由空格)是有/个反涫的 
{1，+" T 岭的排列个数。因此由等式 5. L ]-<8)和习题 5. L 2-] t 我们有 


b) 什么是 即在〃 i X "的板上 r 个车的生成函数? 
C > 如果仏>一>化且礎非负整数，试证明 - 般公式 






[ ii : 当 br >0 时，量 t /< r -4 n v - rLU ((!- y ~ M 〗' v )) 为零。因此，例如，当仁0时， 

右边归 结为心 (〜…， a 丄通过逐次地设燹 f = o . 『，… ，叫 我们可计算，…，凡 D j 

d ) 如果化>〜>〜；>^>0且<> a :，“> a ) Q ， 试 iiE 明我们有〜 

只(乂‘… <)， 当且仅当相关联的多重集合 切一〗 ，…，%十1} 

和 { a [ + m , a f 2 + m - i , …, a 二 + 1} 相同 

30. [ HM 30 ] 广义的斯特林数 th 是由下列递归式定义的 



因此仁 h 是关于 q 的多项式，而且仁 }, 就是通常的斯特林数 H 因为它满足在等式 H 6 


(46) 中的递归关系 n 

a ) 试证明习题 28( e ) 的广义贝尔数巩 ( x , y )^ R(n - ]) 有显式 







b ) 试证明广义的斯特林数也遵守递归式 
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c ) 试求对于 { l } q 的生成函数，并推广〗 . 2. 9-(23>和 L 2+ 9-(28), 

31 推广(15>，试证明，如果我们计算和 

则珀西三角的元素有一个简单的生成函数 

32]M22] 令4是这样的限制增长串 A …义的个数，对于它们，和士+…+^是偶数的减去 
和 A+ …是奇数那按的个数 e 试证明，当《 mod 6-(1,2* 3, 4, 5, 0) 时 

4=(1，0, - 1， -1,0, 1) 

提示：参见习题 28( e ), 

3： MM 2/ HK 2, 〜 T / i } 的排列中，有多少有1关2, 2吴3,…，差 jt ? 

许多诗的形式涉及节奏方案，它们是具有如下性质的一个诗节的行的分划，即 
)*&当轧 仅当行 /同行 A 柙韵时 & 例如，一个“五行打油诗 n —般的是具有某个音节限制的一 
个五行诗，而且具有通过限制增长串001所描述的节奏方案。 

在由 ( a ) 圭特顿.德+阿里佐(约公兀】 270), ( b ) 彼得拉奇(约公元1350)， （ c ) 斯宾瑟 
(1595)， （ d ) 莎士比亚 (1609), ( e ) 伊丽莎白，巴利特，布朗宁 (1850) 所作的经典十四行诗 
( sonnet ) 中，使用的是什么节奏方案？ 

35, [ M 21] 令《<是在下列意义 K “完全柙韵的 〃行 诗的方案数，即每行至少同其他一 

行押韵。于是，我们有««…〉 -( lAl 丄 4] i ，41 广 ‘〉。 试给出对干=叭这 
一事实的一个组合证明。 

36 JM 22] 继续习题35,什么是生成函数? 

37, [ MM ] 亚历山大 ■ 普希金不仅基于“阳性节奏即其中重音的最后音节彼此一致 
(pain-gain, form-warm, pun-fun, bucks-crux), 而且基于 “ 阴性节奏"，即一个或两个非重音 

的音节也参与 ( humor-tumort tetrameter - pentameter , lecture - conjecture , igiiana - pininha 》， 在 

他的诗体小说 《尤 金+奥涅金》<1 833 >中，采用了精心设计的结构。《尤金+奥涅金》的毎 
一个诗节都是有严格方案 01012233 4 55477 的一貧十四行诗，其中按照数字是偶数还是奇数， 

决定节奏是阴性的或者是阳性的 3 普希金小说的现代翻译者中有许多人已成功地在英文和 
德文中保留相同的形式。 

我如何认为这诗节是正确的？ /这些是阴性的韵律吗？我皱起眉头的沉思？ 
这整个陈旧过时奢侈？ /我怎能(不顾时 间地) 使用奥涅金的积满灰尘的面包楔子 t / 在里 
根盛装的面包烘室里？这面包肯定不能发起、/或不然就在我眼前走味^事实就是，我不能 
对 它作出 判断。/但由于没有关鍵时期的襄尸布能使我的尸体防止令人生厌的蛆虫，/我也 
有兴趣并愿尝试它/如果它有效，那 很好； 不然，那也行。/一个理论不会去搁罝它的音律， 

—维克拉姆-塞特 (Vikram Seth) , The Golden Gate (1986) 

按照习题 35, —首十四行诗可以有 < 4 =2 4 011 I 57 个完全的节奏方案。但是如果允许 
我们对每个块，指定它的节奏是阴性的还是阳性的，那可能有多少个方案？ 
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► 38, [ M 30] 令4是循环排列 (1,2, …，幻,本题的目的是来研究称作 a 揭环的序列^广太, 
对于它来说，…气是恒等排列^例如，当#4时恰有] 5个口循环 ，即： 

1111， J 122_ 1212, 1221, 1333, 2112, 2121, 2211, 2222, 2323, 3133,3232, 3313, 3331, 4444 

a > 求出 {1,2, … 的分划和长度为 / t 的 a 循坏之间的 一一 对应 u 

b ) 给定 m 和 n , 有多少长:度为 n 的<7循环有1 <々,， … ，奴 

c ) 给定 i 、 j 和 n T 有多少长度为 n 的 a 循环有 t =)? 

有多少长度为 n 的<1循环有^ …, k ) 2 ? 

幻有多少{】，…， n } 的分划有1关 . — 1? 


31[//抓6]当 和*? 是非负整数时，试I 十算。 提示： 参见习题 U2,5-20 t 

40, \ HM20 ] 假设使用马鞍点方法来估计正文中从 (19) 开始的【21)的推导处理 
c=l 的 情况； 如果 c 是任何正常数，该推导应如何改变？ 

41AHM2J ] ^ c =- m , 试求解 h 题* 

42. IHM23 ) 试使用马鞍点方法来估计有相对误差 

43. IHM22 ) 论证以(25)代替 (23) 中积分的正确性。 

44. [ HM22 ] 试说明如何从 (25 冲的&〜…来计算 (26 沖的 W, 


► 45.[/ /Af23] 除了 (2 的外，试说明我们也还有展开式 


m 





e 


n\ 


m 


%.2^(£ + 1) 



K - % 



+ 

n rt 






其中 /7 ； --(2f 4 +9^ + 16| 2 +6| + 2)/(24(|+!) 3 ), 

46 . 【//财 2M 当 / i-~ 时，试估计在珀西三角中的值。 

47. [M21] 试分析算法 H 的运行时间。 

48. [HM25] 如果 n 不是一个整数，则 (23> 屮的积分可以对干整个一个汉克尔等髙线来进 
行，（来 对于) 所有实数 ^>0 定义一个广义的贝尔数吼 D 试证明，如同在 (16) 中那样 




49.1//M35I 试证 明，对于很大的 n , 在等式 (24 沖定义的数§等于 


inn 


Inlnn + ^ 


j , k >0 


W 



k 


a 



Inrt 


，於 


in In 



3 




In w 



50, [ HM21 ] 如果 I ⑻ W=nRg^)>0, 则伽+幻如何同 I ⑻相关联? 


51- [ HM27 ) 使用马鞍点方法来估计 
分成大小 < 2块的 {1 ,…的分划)。 




■㈣ 


打! l [ z ^ 






, s 卟个元素的卷相的个数(也叫做 


52. [ HM22 ] —个槪率分布的 S 枳在等式】， 10-(23) 屮定义，当一个随机整数等于走的 


概率是⑻ 〆 —、/川⑻川时 * 累积分别是什么? 



53.[/令是覆盖的一个离散槪率分布的生成函数；于是 


系数 A 是非负的， G(l)=l ,而且均值和方差分别是 _G f (1) 和⑴ + G 1 ⑴ - G '( I ) 


如 
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果足，…是有这个分布的独立随机变 I 则足+…+足邮的槪率是 【 r ] G ( z ) 而且当 m 接 
近于均值仲时，我们通常要来估计这个槪率。 

假定外*0和没有整数^>1是使的所有下标 A 的一个共同的 因式； 这个假定意味着当《 
很大时， m 不需要满足 mod 咖任何特殊的同余条件 4 试证明当 pr+r 是一个整数时，当 / I - »时 


[ z^mzf 


e~ r 






o 


^ J 2 nn 


+ 


0 ( 丄 


提示： 在岡圈上对 G ( z ) 进行积分。 

54. [ Z / A /扣] 如果 a 和 fi 由 ( 4 0)定义，试证明它们的算术和几何均值分别 

o +衫 

是一,其中 j =( j /2。 


55. [ HM 20 ] 提出一个好方法来计算在 (43) 中需要的数 /L 
► 36, [ HM 26 ] 如同在(37>中那样，令发 ⑺ =« _l In { e ! - I ) -In z 和 

a > R 证明，其中欧拉数在 5. 1* 3 节中定义。 

b ) 试 证明对 于所有 o >0， 。提示：参见糾题 

c ) 现在验证不等式 (42 h 

57, [ HM 22 ] 在 (43) 的记号下，试证明 ( a)«+l - m < 2 N , ( b ) N < 2 ( n+l - m ) 0 

58. [ HM 31 ] 试完成 (43) 的证明 如下： 

U 对于所有<7>0，证明有-个数 r >2 a 使得 t 是 2 ji 的一个倍数，而且对于 

T ， I〆 #- ll/ICT + W 是单调递减的。 


b ) 证明 exp ((« + 导致 (43) 


c ) 试证明，对应的积分对于- «< f < cr 在直线通路上 进行， 而对于 - tr < tCTfl 勺 
通路 F - ft ± /f 是可忽略的 。 

► 59. [HM23] <43)預_ ^的近似值是什么？ 

60. \HM25] ( a ) 试证明在恒等式 

fnl ( ffl ，ir + 卜 2 f — 4 

[mj w ! \\( m-\)l m !0! 

中的部分和交替地髙估和低估最后的值； （ b ) 结论，当时 



(C) 从 (43) 推出一个类似的结果。 

6 U // M 26〗 试证明， 如果卿 其中和£<，，则等式 (43) 产生 



62. IHM40] 严格地证明，如果& bn ， 则当爪■卜 f - ij 或当讲 ■ 时，出现极大 
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第 7 章组合查找 


m {：} . 

► 63 JA 05〗 （詹 > 皮特曼 a Pkman )。） 试证明有一个初等方法来确定极大斯特林数的位置 
和许多类似的 ft， 如下; 假设0<朽<】 

a ) 令 /( zXl+A U - 1)) … (1 +Pfl (1 -1) ) Ka t =[ z * \f ( z )； 因此 A 是在 n 个独立的哽币投掷分 
别有槪率 外…，几时， * 次面朝上的槪率，试证明每当 +…+尸,，时， & 

b ) 类似地，明每当 Dp 和仏#0, 

C ) 如果 / U )= eVH ^+ … 是带有非负系数和个实根的任何非零多项式，试 I 正明当 
t <^0+ a s _ L < a t , 当时其中/1=厂（1)//(1) & 因此 如果〜 tniaxh , …， a 丄我们必 
定有或 

d ) 在 ( C ) 的假设下，以及纠<0或0时4=0,试证明存在下 fed 使得‘-仏叫-〜，, 
当且仅咽此，序列 aj 的矩方图总是 44 钟形"的，] 

e ) 关于斯特林数，达些结果能告诉我们什么？ 

64. [ HM 211 使用 O 0) 和习题50,旺明近似比 <50 > e 

► 65 + 〖 HM 22] 在一个 {1, …的随机分划中、大小为 Jt 的块的个数的方差是多少？ 

66, [ M 46] «的什么分划导致仏…，4的最多的分划？ 

67- [ HM 20] 在斯塔姆方法 (53) 中 W 的均值和方差是多少？ 

6 MM ] 当算法 M 生成 {〜• 1, …八， 彷}的所有; 机， …, / ij 分划时，它得到的桟能有多大？ 

► 61 [2/] 试修改算法 M , 使得它只生成至多 r 部分的分划 

► 70.[ M 22] 试分析在 n 元素多重集合 ( a >{0, …,0, 1}; ( h ){ l ,2, … - 〖}中泔能的广 
块分划的个数；对于 r 求和，总数为多少？ 

l ). \ M 20]{ n t ■ 1- …，心. m } 中有多少分划恰好有2个部分? 

71 [ M 26] 能否在多项式时间中计算出 〆 〜 n )? 

► 734 MJ 2] 当有 n 个2时，能否在多项式时间中计算出 〆 2^% 2)? 

74. [ M 46] 当有 n 个〃时，能否在多项式时间中计算出 〆 A …， n )? 

75. [ HM 4 1 ] 试求 Mn , n ) 的渐近值. 

76. [ HM 36] 当有 n 个2时，试求 〆 2,… ，2) 的渐 近值。 

77 + [ HM 46] 当有个 n 时，试求 〆I … j ) 的渐近值， 

7 S . [20]( 】 5, 10. ] 0, U ) 的什么分划导致在表〗中示出的 a , %和％的排列？ 

79. [22] 一个序列⑷，…称为{1，…， n } 的分划的万有序列一如 杲对子 0< me % ， 

它的子序列表示在约定 = 6 当且仅当之下所有可能的集合分 
划。例如，(0.0,0, ], 0,2, 2) 是 {1,2, 3} 的分划的 - 个万有序列， 

试写出一个程序，求出{1，2, 3*4} 的分划的所有万有序列迀满足下列性质：⑴ 

=«^«4-0; ( ii ) 这个序列有限制 增长； ( iii ) 0 < Wj <3; ( iv > 〜叫 _ 7 =«_ g =0( 因此这个序列实际 

上是循环的)。 

80. 幻试证明当0 4时，在上一道题的意义下， {1, 2, “_,心的分划的万有循环存在。 
81429] 试求出一种方法来安排通常的52张扑克牌，使得下列技巧是可能的： 5个玩牌 

者把一副牌打开(应用一个循环排列 h 如间他们通常繳的那样，然后每一个玩牌者从顶上取 
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一张牌 s —个魔术师让他们考察自己的牌并形成类缘组，即同其他也拥有间样花色的玩牌 
者联合在一起，有黑梅花的每个玩牌者连在一起，有方片的形成另一个组，等等。（然而， 

草花/被认为是一个最大王牌，如果有任何一个人拥有它，则应当保持不参与.> 

试观察类缘组，但不说出任何花色，庵术师可以说出所有 5 张牌的花色，如果首先这些 
牌被适当地安排的话^ 

824221在下列15张骨牌中，仟意地转动，当把每张牌当作分数时，有多少种方法把它 
们分划成有相同和的5张牌的3个集合 3 

1 + 1 + 1 + 1 + 1= mu i + i + i + i + i ^ 


习題答案 


7.2丄3节 

1. 给定一个多重集合，从右到左通过首先列出不同元素，然后是出现两次的 
那些, 然后是出现三次的那些，等等，形成序列 e , …对于且 
让我们置 q - s - j ， 使得对于1 <)</ 的每一元素 A 等于在序列4…… e ./ 中它右 
边的某个元素。如果头一个这样的元素是，我们得到 (3) 的一个解。反之，（3> 
的每个解产生一个惟一的多重集合 6}, 因为对 < s + j a 

[一个类似的对应由尤金 * 卡塔兰 ( E , Catalan ) 提出： 如果0<& <… e j ，令 


{c lt c, e ( } U {5+/II <>:_<=〜,} 


豢览 Mhnoires de la Soc. roy. des Sciences de Liege (2) 12 (1885), Melanges Math, 3 

. 在左下角开始；然后对于毎个 0 向上，对于每个〗向右动。结果是 


0 





3 .在这个算法中， 变量/ ■是使得仏 >0 的最小正下标^ 

F 1- [初始化4 j 对于置 1—0 江％ —(我们假定 ) 

F 2 .[访问。 J 访问合成 a …如如果％=0则转到 F 4 fl 
F 3 J 容易情况。 ] 置％并转到 

F 4, [不易处理的情况 ] 如果 r=f 则结束否 则置％ U d r — r+k 

F 5 ■[增加卜]置仏 - 9 r + l , 并返回 F 2。 I 


[参见 C4CWU (196S), 430; 12 (1969), 187,以递减的词典顺序生成这样的合 
成的任务是更困难的。1 

4,我们可以颠倒 (14) 中0和I的作用，使得 0M0 叫… 10M0 知- l ^ OV ^ O ^. O^QW 


这给出 O^O^IO^O^O^O^IO^O^IO'IO^O^O 0 = ^oi^o^o^o^o^ofo^o^oi^opoi 1 







叫的词典顺序对应子 




^的词典顺序。 


顺便 指出， 也有一个多重集合的联系： {4 


必}={/% - 0]u 例如 


{10, i0,8,6,2,2,2,2,2 s 2, 1 ， 1 ， 0}={0 


11,2 


10 , 0 


9, 


8,0 


7, 


6 , 0 


5 


0 


4,0 


3 ? 6 


2,2 


M 


0}. 


5 - ⑻置'盖 c 厂 L ( J +- l )’2 J 在 n + [t/2j 的每 f 个组合中 》 ( b ) = c )+ j+l 千 n - f - 

2 的每 f 个组合中， 

(给定、, ，（在 ，…， A ) 和 A 的值， 一个类似的方法求对于不等式 
的所有解( X ,…， a ),) 

6.假设 IXK 当 c ,>0 时我们转到 T 3; 当时转到 T 5; 当 qwt /-】 心时, 
对于2< 以 f +1 转到 T 4。 所以计 数是： T 1, 1; T 2, (；); T 3 t { n ； [ ) : 
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7. —个稍微比算法 T 更简单的过程就足 够了： 假设 
SI [初始化. ] 对于 置1^ - j+n - s - U 然后置 J - h 

S2 ■[访问。]访问组合 iv 鳴I 如果则结束 g 

53, [减少^ ]置1^广1。如果 b ,< j ， 置卜 j+1 并返回 S2. 

54, [重置 h-rl。 ]当>1时， 置 b 广广 b「U j — j_U 并重复到 LM 为止。 转 

到 S2。 ■ 


(参见斯 ■ 德沃拉克 ( S . Dvorak ) Comp . J . 33 (1990)， 188. 注意如果对于 l < JKy , 
x ^ n - b „ 则此算法以递增词典顺序跑遍{1,2,…的所有组合:£有1< 

B 

8. AM 初始化。]置义”，叫— 01 S q ^ t , r -0 o (我们假定 CkK / i 。） 

A 2 .[访问。 ] 访问组合〜 - r ‘如果《=0则转到 Al 
A 3 ■[以 ”,10 P 1 代替…01% ] 置 a 广1, a ,__— 0, q ^ q - l ； 然后如果夺=0则置 
r — U 返回到 A 2 a 

A4 ■[移动1的块 c 】置化 —0 以及 r — r + K 然后如果仏=1，则置士一：[，今“ 

q ^ U 并重复步骤 A 4 。 

A 5, [向左进行， ] 如果则结束，否则置 
A 6 J 奇数的？ ] 如果分>0,则置 r ^ O . 返回 A 2。 匿 


在步骤 A 2 中，？和广分别 指向‘ ，…叫中最右的0和 I 。步骤 A 1, …， A 6 分别以 

I 卜 1 的频率被执行。 

9. ( a ) 头 pi 个串以0开始而且有2、.^个二进位的变化；其他(::个串以 t 
开头而且有二进位的变化，而且 v (0 r 0^© l 0 f l M )- 2 min ( sj ). 


(b) 解 1( 直接的)：令& =4+min(K)+l， 则当^>0时 




而当 "= 0 时结果，九 = S ，， n ( J+ ;-? 卜如果则这是 


< 




JE+/ + I 








解 2( 间接的 )： 答案8的算法使得当步骤( A 3, A 4) 被执行“,力次时，有 2( j ^ v ) 个 
二进位发生变化。因此人 〆 (-') + (；)， t <2(；). 

(因此答案7.2.1」-3中的注释也适用于 组合。 > 

10. 每个场景对应子一个 (4,4) 组合或 caca , 其中 A 嬴得比赛 {8 -L 
8 — i 3 ,8 — h ，8- A > 而 N 赢得比赛{8-0,8-0,8-4,8-6},因为我们可假设，输 
的队在一个8的级数中赢得剩下的比赛。（同样，我们可以生成 { A , A , A , A ， N , N , 
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N ， N } 的所有排列并省略诸 A 和 N 尾部的运程^ ) 美国队嬴当且仅当匕#0,当且仅当 

^=0,公式&卜卜卜对每个场景陚予0和69之间惟一的整数， 

例如 ， ANANAA ^ 外 =01010011 b » 2 b ' ，7532 o c〆〆〆 , =6410 ， 

而这是在词典顺序下阶 W + W + W + W = 的场景。（注意项将为零当且仅 
当它对应于一个尾部 N fl ) 

H . AAAA (9 次)、 NNNN (8 次)及 ANAAA (7 次)是最普通的 a 70个中恰有27个不 
出现，包括以 NNNA 开始的所有4个。（我们不理会由于黑暗年代的]907年、1912 
年和]922年的打平局的比赛^ ANNAAA 的情况或许也应排除掉，因为它仅在1920 
年作为在9个中最好的一次 ANNAAAA 的一部分出现 4 场景 NNAAANN 于2001年头 

一次出现 .） 

12. ( a ) 令 V ,是子空间对于0< k < U 〜=0}，使 
得 {0 … 0}= V n £ V ^ C …= 则 {〜 …，而且％是使得对十 
1 < y < f 满足〜=[/的 V 7 的惟一元素 … Gw 

顺便指出，对应于一个典范基底的矩阵是在归约的行梯状形式下，通过一 
个标准的 B 三角化 w 算法，可以找到它(参见>】题4.6」 - 19和算法 4,6.2 N ). 

( b ) 习题 L 2.6-58 的2—多项式系数有正确的性质，因 

为二进制向量 空间有 和印 -I 般地说，有「个星号的 

一 个典范基底的个数是『分成至多 f 个部分的分划数，而 E 没有任何部分超过 《- /， 
而由等式 7.2 丄 4-(51 这是参见唐 ■欧- 克努特， /. Combinatorial 


Theory 10(1971), 178-180.] 

( c ) 以下算法假设咖>0和对于 K 7< t a ' 叫=0。 

VI ,[初始化 & 】对于1 <<:<;和 0< j < rt ， 置〜 —[ Ht - lJ 。 并置 d r — 


V 2 .[访问。 ] (这时，对干1<*<句，我们有⑹ 


| 产 1 ，、 + 叫 = 0 而且 〜 =i 。 ） i 方问 


典范基底… a n a w , …，‘ 如果兮 >0 则转向 V 4。 


V 3.[ 找诸1的块。】置分叫，2,-、直到~ +1 _=0为止.如果 《+ r = fi 则结束。 


V 4. 【加1到^^列 & 】置 A — U 如果〜_ =1, 


則置〜_广0, it - A + i ， 并 a 重复 


直到心,为止，然后如果 fc < g , 则置％_广1;否则買口_广1， 

〜 ?+ ，-”“0， n \ 0 

V 5 .[把块右移。 j 如果0=0，则置 n + h 否则如果 r >0, 则对于 i < A < 兮置 


、—,广1和广0,然后置 r -0 o 转向 V 2。 


步骤 V 2 以】 -(2” f - -2〃 的槪率发现00,所以我们通过单独处 

理这个情况可节省时间。 

⑷ 由于卿 999-4 ⑴ 2 + 1<:) 2+ 5(心 5( 心80)，(认 + 4臥 + 1(;) 2+ 2以， 

所以第100万个输出有二进制的列4, 16/2, 5, 5, 8/2, 0, 4/2, 1, 2/2,即 
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a 


oonooon 


a 2 = 000000100 




IQ]noooo 


a 4 - 010000000 


[参考文 献：尤 


卡拉比 ( E _ Calabi ) 和希 


■ 


索 


威尔弗，人 Combinatorial Theory 


A22 (1977), 107-109 


Cf 


13, 令共有 ^ 





) 个以 0 开始的配置和 ( 


I 


)( 


f-l 


L 卜 l)/2j 八 [ 卜 IJ/q 


个以1 


开始的配置，因为以0开始的艾辛配置对应于 S 个0分成为 f(r + 1)/2] 个部分的合成 
和 f 个 I 分成为 [(r + l >/2 j 个部分的合成 . 我们可以生成所有这样的合成对井把它们 


编人配置中.[参见欧 


艾辛 ， Zeitschrift fur Physik 31 (1925), 253-258 


约 


曼 


桑 


西莫斯 


彼莱拉 ( J . M S , Simses Pereira ) CACM 12 (1969)，562 


14-对于1<八1以 /[/ 卜 h 
个组合，假设 f >0, 如果 /[0]>： r ， 


1 和 


开始；/[0] 


n , r [ n \ 


0。为获得下 





P 




否则置 P 


4^ 


rlM - K 如果 p <0 削结束; 


否则置今 



[ P ], / [穿 卜％]和屮[/?]】 




Q 


然后如果和 /?< s ， 置 r [ p ] 


4mm 


rln ). 


綱/!]】 


P ， r|>] 


rlq ], / r [ n ] 


0 S m - n ; 否则置 r[ P J 



⑷， Hrlq]}-p 




最后置 r ⑷ 


4 ^ 






[参见科什 ( Korsh ) 和里普舒特兹 ( Lipschutz ), J . Algorithms 25 (1997) 


321- 


335; 其中这个想法被推广到多重集合的排列的无循环算法。 告诫： 像习题 7.2.L1- 
16 -样，这个习题相对干实践性来说，是更学术性的，因为访问链接表的例程可 


能需要消除无循环生成任何优点的 


个循环。 


15.( 所述事实为真，因为^ 


!■ « -P 


q 的间典顺序对应于^ 


反序列1… l®a 


叫的颠倒的词典顺序。 ） 由定理 L ， 组合^ 


A 的词典顺序，它是 


^在恰好访问其他 




的（， 


+ 


» 4 « 


+ 


& ) + 之前被访问，因此我们必定有 







+ 

\ . / 

/ .卜 





.IL 




/ - 


242 


习题答案 


W + O + O + G )， 因此答案是⑻ 1414 1008; ( b ) 182 153 111; ( c ) 7 i 56 36 
14; ( d ) 43 32 21 15 6; ( e ) l 000000 999999 -2 0, 


17. 由定理 U A 是使得(幻的最大整数；余下的项是 (?) 的卜 1 次表 


/|、 _ o 


对于 f > l , 一个简单的顺序方法是以 d , 开始并置, x 〜 xc/(c - t ) 零 
次或多次，直到为止；然后我们通过置 1 —C - C - 1完成头一阶段， 
这时我们有 置”， C , N *- N - x ; 如果 W 则以 n 广/ V 结束， 否则 
置 x — jak 、 t ^ t - ! t c ^ c - 1; 而当 A ：> iV 时 ，置 x “ x(c - t ) lc ， 1 , 重复进行。 

in m < (；), 这个方法要求 0( n ) 次算术运算，所以除非 f 很小而 W 很大，否则它是 


合适的。 

当饵2时， 


习题 1,2.441 告诉我们％ 



« 一般地说，％是 H ， 其 


中 jc 是最大的根，把这个根转换成级数 y - W " ^ — 

2 24 


+…，可以获得其近似值来得到 ~\)/y + 0( y ^) 0 在这个公式 


中置产 ( iwr 给出一个好的近似，在它之后我们可以检査或作一 
次最后的调整 ， [参见阿 ▲ S ， 弗连克尔 ( A . S . Fraenkel ) 和莫.莫尔 ( M , Mar ), 
CV?mpj, 26(1983) ， 336-343,] 

1心得到 2_- t 个节点的一个完备二叉树，而且在顶层有一个额外的节点，好像 
在替代选择排序中的“失败者树” （5.4.1 节中的图 63) 那样 * 因此不需要显式的链 
接； 对干节点 A 的右儿子是节点 2 fc + l ， 而且左兄弟是 

二项式树的这个表示有如下奇怪性质，_节点 h <0 na ) 2 对应于其二进制串为 
的组合 s 

19. 它是 post (1000000)，其中如果2 4 </1<2*' post (n)=2 k + post(w - 2*+ 1) , jffi 

且 post < o >= o , 所以它是 m io 1 oooo iooioooioo , 

20. f ( z ) - (1 + y -( Uz a , )/( l-zl R ( z ) - (l + ^ )/( z ), h ( z ) = . 

21. r_ … 的阶是 ( C| ； ] ) - 1 减去 C ， …的阶 ^ [参 见海、 伦尼伯格 (H, 

Liinebarg), Abh , Math . Sem , Hamburg 52 (1982), 208 — 227。 J 

22 . * 于 999999-( T )-( T ) = (7) -⑺ + ( V ) = (?)- ⑺ + (?)-( Y ) = (?)_ ⑺ 

+ (3 3 )-( l 2) + (0 , 因此答案是 (a) W14 405; (b) 182 97 21; (c)71 56 31 26; (d )43 
39 32 12 3; (e) ] 000000 999999 999998 999996 … (K 

23 •对于 r = i 、2, …， h 有 个使/ 的组合 0 (如果 r = l ， 我们有 c ^ c ,+ l ; 如 
果 r =2， 我们有 q =0， c 2 - l a 如果作3，我们有4=0， c 2 - 1, c *= c ? + l ,等等《 ) 因此均 
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值是（(:).(〔■)— . + ( V ))/(;) = (7〖)/(;) = (« + M ” + i -0 ,每一步的平均运行时 
间近似地与这个量成正比，因此当/很小时这个算法是十分快的，但当 f 接近 a 时很慢。 

24, 事实上，当人 ^ (modulo 2) 时， j t -2 < j k ^ < 7>J ,而当人 _ 财， j t -\ < 

A + i < J >2， 因为对于 1 < K / , 当 c , =f - I 时 R 5 才被执行。 

因此我们可以说，在 R2 结束时，如果 f 为奇数，“如果 y>4 , 置卜 为奇 
数】，并转到 R5' 如果/为偶数， “ 如果/>3,则 E/d-1- [/为偁数]，并转到 R5”, 
那么算法将是无循环的，因为每次访问 R4 和 R5 至多被执行两次。 

2 5 . 假设目， - M 为极小， 而让设 ■，在那些假设之下为极小， Wk ^ c ：. 
如果有一个元素 J 贫 CUC 且,则对十 > x ， 通过改变/映射 CU 

C _ 的每个 f 组合； 或者如果有一个元素则把包含 I 的每个 r 组合映射到… 
个 G -1) 组合，办法是省去 Jt 和对于改变在任一种情况下，这个映射 
保持交替的词典顺序 a 因此必定超过「和。的映像之间的组合个数。但是 c 
是极小的，所以不存在这样的 I 结果且 U 

现在如果我们通过增加6可以减少 yv - v 。 因此匕 =2 w -2, 因而 
问题就归结为寻找 rankh - ni - rankd 」 … c \) 的极大值，其中 rank 可像在 (30) 中 
那样计算。 

在所有仇，..、办 I ， c f ，…， cj ={0， …， j + 卜 J } 上，令凡 s ’， r )= ma \ ( nmkd ' fc ,)- 
mnk ( d ))， 则满足奇怪的递归 


/(j,0) = /(0 ， r) = 0; /0,0 -/； 

/( M ) = ( r ) + m a x ( / ( 卜 U - ”,/ (卜 2 .m ,如果 5/>0 且 d 


当奸_2奸2时，结果解为 


f ( sj ) = 


2 « + 1 \ 




/2 £i + U 2; 


r 






r = min ^ -2 j - 1) 


而 R 当 K 埘，极大值出现于 /'(〖-U - l ) 处, 


当 0/+2 时在/0-2,0处 3 


因此对于 


C ={ 2 m - 1} U {2 m ~ 2 ~ a 11 <x < 2 m - 2 , x mod 4 < 1 } 

C ={2/« -2} U { 2 m - 2 -All < x < 2 m - 2 % x mod 4 >2} 

极小值 W - AT 出现，而乱它等于(=卜5：：^ 2 
范赞廷 ( A . J . vanZanten ), IEEE Trans . \ T - Z 7 ( 1991 ), 1229-1233 。J 

26, (a) 是的。头一个是 ， 而最后一个是 2[ 〃 W mod2 (Tf 2 】 ； 
转换是形如 02 fl l *-12 D , 02 fl 2 ->12^1, 10 n ^20 fl 0, 10。2_201的子串 a 

( b ) 否：如果^0,則从02仆_ 1 到20 2^有一个大的跳跃。 ■ 

27. 下列过程抽取权</的1^的所有组合 cn ; 以 A “0 和开始，访问 V 

c * a 如果 fc 为偶数而且 c t =0, 则置卜卜1;如果&为偶数且 QX ), 如果 t = f 则置 q - 


2 k+i 

k 




m-i 

*■1 


2 k 

k-l 


& 


[参见阿 
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q - 1,否则 fc — *+1 而且 c *—0. 另一方面，如果 A 为奇数，则置卜卜1， 
而且 c, +l (但如 果^) 则结 朿)。 如果6为奇数，而且 q + I < q … 则如果 fc = f 置 — 
G +1, 否则 fc — fc + l ， c 广 c 卜,， c k ^*- Cj , + K 重复。 

(当隹 《 时、这个无循环算法归结成习题 7 .2, U - l 2 ( b ) 那样，但记号有小变化。） 

28, 真的 6 二进位串…£^=邱和 <_ r .、 aaf 对应下下标表 O , …6,=办， 
(: t -" c 产抑)和( )， 使得 afi 和 之间的每个东西以 oe 开始 

当 R 仅当 0； C 和之间的每个东西以 e 开始且 ㈣ ^和 ㈣ ^之间的帑个东西以0开始。 

例如，如果 n =10， 则前缀 Of =：01 101对应于前缀0=96和—875。 

(但仅仅存在广义词典顺序下的 tV - q 是一个弱得多的条件 a 例如，当时， 
每一个这样的序列是广义词典顺序 ^ ) 

29, ⑷对于 A , l f m >0, - W +1 或」 0 f + 土"或±\ 

( b > 否； 在平衡的三迸制记号下后继者总是较小的。 

( c > 对于所有 cr 和所有 I /, m >0 s 我们有 《0 J + l 0 U ± m 4 a - + V +1 -± m 
和 a + J 0 41 +± aO +* +1 0 ，-± ffi ;而且 aO - Wfy 和 a +^< y +i — 

■A 

oeO +* +1 0、 

( d ) 令 q 的第 y 个符号是且令它在位置心处。那么，对干 o < 地和 i < 
j < t ， 如果我们令〜 -0, 则有（一 

( e ) 由部分⑻、 < b ) 和 ( c ), a 属干某个链％- >a t3 其中是最后的(无后继)， 

而洱是 初始的(无前驱) & 由部分 ( d ), 每个链至多有个元素。但由 U ) 有 t 个最 

后的串，而且有1 个串有 s 个符号和 r 个零 . 所以 / c 必须是 d 〜I 

参考文献 ： SICOMP 2(1973), 128-133, 

30, 假设 r >0, 初始串是最后串的否定.对于令 q 是初始的串 ( V - ^ 

其中对于 r , 的第 ft 个字符是当_/是二进数(心 1 + ^) 2 时（_1)^的符号，因此 
o ^ O 1 _++〜+， cr ]=0 f ■"- +…+，…，= 0 ; —令 p ; 是通过在[的减符 

号的头一个(可能为 空的) 运程之后插人 ： &所得到的最后的串 9 于是， af - R +十一 
+ , p - ( V Q 我们还令 = 0rt 和 心，1 = ，那么 

我们可以通过归纳法证明，对于当〖为偶数时，这个链以 O ； 开始而且以 P , 
结尾 s 而当〖为奇数时，则以结尾。因此以 - ft 开始的链以 - q 或-% ，结 尾。 

令冷 （ s ， 0是由把以 A 开始的链映射所导出的^ f ) 组合的序列，而纥 U , f ) 是 
由 - ft 导出的类似的序列 . 于是，对？1<)<2” ] ,当 f 为偶数时，颠倒的序列 AG ， 
#是孕 ( K ); 当 f 是奇數时，它是心々，〖)□当^>0时对应的递归是 

{ lA } ( sj ~ l ),0 A ( s-ljf ,如果/+/为偶数 

卜 jlA/M - l ),0/ i |. ；2 J C 5 - U ), 如果 /+f 为奇数 
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而且当 jr >0 时，这些序列中的所有个全不同。 

蔡斯序列 G 为〜^(以)，己是、 ^ 3| ( H 顺便指出， （31) 的同态序列 

■ 


31, ( a )(0,0=1 时， 


2 ⑺-】解决递归 / '(L 0=2/0?- l , t ) f ( s , t -\); 


( b ) 现在 ^, fM 5+ l )!/(\ f - l )"/(0, f - 1) 有解 



32、 a ) 似乎无简单的公式存在，但通过系统地计算经由转动门移动，跑遍从 
一个给定的起始点开始到一个给定的结束点为止所有权『的串的广义词典顺序的通 
路个数，对于小的可以统计表的 数口。 对于总数为 


1 

I 1 

1 2 1 

14 4 1 

1 8 20 8 1 

16 160 160 16 1 

32 2264 17152 2264 32 


而 1/(4, 4)=95, 304 1 112, 865, 280; /(5, 5) « 5.92646 x 10' [这类组合生成元 
首先是由吉.厄尔里兹研究的 CMCAf 20 (1973), 500 _ 513)，但他并不试图枚举 

它们。1 

( b ) 通过扩充定理 N 的证明，人们可以证明.所有这样的表或它们的颠倒必定 
是对 f 某个 t 1 < a <^ 从运行到 ' 而且， 给定 l f 和&且忙>0,则 
可能性的数目、 满足、 =1以及 


n 




对 a 





如果 a>l 
如果 £ l = l <5 


这个递归有令人注目的解〜。 其中 

，(卞)+ ( 二5 卜…七 1 j ， 如果，为偶数 

⑻~|(，3)七:-小… + ⑴”一卜^小如果 f 为奇数 

33.首先考虑 tl 的情况：从/到_/>1接近完美的通路的个数是/0-卜[〜0]- 
I ]),其中 - Z - f )。 （碰巧，相同的序列出现在6条带上的 

卡伦 ( Caron ) 多阶段合并，见表 5.4,2 -2。）在0 < f < y + oi h 的和是3/⑻+/ (« - 1 )+ 
f ( n - 2 H 2 - n ; 因此我们必须把这加倍，来覆盖/>/的情况^ 

当时，我们可以构造 (040 的矩阵，它们告知有多少广义词典顺序的表 
以特殊组合开始和结束，这些矩阵的元素是对于所考虑的所有类型通路求和， 
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对于1情况矩阵乘积的和 . 对于 s+K 6的总数结果是 



其中右边的三角形求出循环0的个数。进一步的值包括 4)=17736; /(5, 
5)=9 900 888 879 984; g(4,4)=96; g(5, 5)=30 961 456 320 o 

当 s=2 和 n > 4 时，恰好有10个这样的方案例如，当时，它们从43210跳到 
65«1或65 4 32,或者从54321跳到65420或65430或65432,或者颠倒过来 e 

34. 这个极小值可以像在上道题中那样计算，但使用极小加的矩阵乘法 


- rnin t ( A 而不是通常的矩阵乘法 c 





时，仅带有49个不完 


备转换的图 26(e) 中的广义词典顺序的通路实际上是惟一的4对于# /=5 ,有 
义词典顺序的循环，它仅有55个不完备性。 ） 


个广 


35.从递归式(35)，我们有‘吨。匕 =〜._,+& hl; 结果 
^味, +b>l】[f 奇数卿 〜=‘_, s +u[r>l 爪奇 数]。解为 



为偶数】 


这个和近似地为训#20乘 U 

36. 考虑具有根节点 h 0的二叉树，而且每当^>0 时， 该树有根为 (5 - 1 1 f ) 和 

f _ l ) 的递归定义的子树；如果^=0节点 U ， f ) 是一个叶。于是，在0处为根的子 
树有个叶，并且对应于所有0组合 I 在/级上的节点对应于前缀 

a ,.^- a n . is 而且在/级上的叶是对于/ *=：«-/ 的组合 & 

对于组合 I ,… a , A 的任何广义词典顺序算法，在 - !个分支节点的孩子已 
经以任何合意的顺序排序之后，对应子这样一棵树的前缀遍历。事实上，这即是 
为什么有 2 (7卜个这样的广义词典顺序方案(习题 31( a 小而且，对于每一个节点操 
作恰被执行一次，即在两个孩子都被处理之后 d 

顺便指出，习题 7 .2. 1.2-6( a ) 意味着， r 的平均值是叫奸 l )+ f /( rtl ), 它可能是 

Q ( n ), 因此为记住 r 所需要的额外时间是值得的 。 

37. ( a ) 在词典顺序下，我们不必维护％表，因为对于)>『，％是活动的当辻仅 
当4=0。在设置〜 — 1和 — 0之后，如果 y > i 有两种情况要考虑 . 如果则置 

否则置 k …叫 V ' Xih 、 1 - r (或如果，是/_ 1，则 r — j) e 
0>)现在当 y > i 时，要加以处理的转换是改变％…％如下： orw ] ior ' oio ^ 

uy +1 ， ow a v ^ uo ^ i r l , 10,一 ony ' Jio ^ oio ^-' i , io ° r - o a i f +1 ； 这 6 种情况很 
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容易区分， r 的值应适当改变。 

( c ) 再次，的情况是平凡的,否则0”0，-101卜，0〜 

01 ff+, O r ; lO a V 而且也有一个二义性的情况，仅当〜 

时它才能出现.设是满足4=0的极小值 . 则如果 ft 为奇数，10 


^至少含有一个0 

r -^010 f ] , 如果 A : 


为偶数则10 


0 r l Q 


38.除开下面三种情况，同样的算法有效： 0) 如果为奇数，步骤 C 1 置 a 


n 


a^QVO 




或者如果为偶数 Rol , 并有一个适当的/■的值，置 s 


i ^rt 


a^OOV 


0«; ( ii ) 步骤 C 3 交换偶和奇的 作用； （ iii ) 如果/ =1 步骤 C 5 也转到 C 4 & 


39. 


般地说，以 r - 0, m - I 开始，并重复以下步骤直到 sM ) 为止 





然后， r 是心，… A 〜的阶。所以 iiooiooioooomiiioiioioio 的阶 




40 + 我们以; V — 999999, v -0 开始，并且重复以下歩骤直到 W =0 为止：如果 v =() 

则置卜卜 I 且如果则置‘广 I 否则置 V - (^ 1 ) ^ v -(奸 f ) mod 2, 

5—卜 1, — 如果 v = l , 则 gv —( j + f ) mod 2, l , 以及如果 卜厂 1 )则 

a s4i - 0 t 否_賈"*~~- ( 1+ T _) ，卜卜 K A + _— 1。最后如果 j =0， 则置 a 卜 t … 

v ； 如果 f=o, 则置 o\ 答案是〜 =1110100111 moioiooiooooou 


41, 令 c (0)> …， c (2 n — l )= C ff , 其中 C 2 n = OC 2j) - ，， lC lrf - C ^ + i =0 C 3j ,, 10 211 ? — 

ud ， K 、 c 0 - c 0 -^ o 然后 ㈣ = (心 J … )))， 
如果/为偶数， (^ K ^& … )))， 如果/为奇数。奇怪，我们也有逆关 

系 e ((., M 4 a y a 2 a x a 0 ) 2 ) = (^. b 4 b y b 2 6 t b d ) 2 4 


42 ■等式 (40) 表明，如果中=0和/>^则左上下文 Lnj 影响算法在〜，…〜 
上的行为.因此，我们町以通过计算以某个二进位模式结尾的组合个数来分析算 
法 C , 因而得出，对于一个适当的多项式 〆 z >、 毎个操作被执行的次数可表示为 

[ w "^] p ( w , z)/(l - W 2 f(i -Z 2 Y(l - W ~ z ), 

例如，对于整数对子以结尾或有形式的每一组 
合，算法从 C 5 转到 C 4 一次。对应的生成函数是 VzV(l 和 

wiz^zya-z 1 ) 7 . 

以下是关键操作的多项式 〆 w ， s ) & 令< Z ^ l - z \ 

C 3 -* C 4: wzW(\^wz)(i - w~r); C5(r*- 1 ): w 2 zWZ(\ - wz-z 2 ); 

C 3 — C 5: wzW { w + z )(\ - wz ^ z 2 )\ C 5( r *- j - I ): wW(J - m - Z 2 )； 

C 3 — C 6: w 2 z 2 W { wn )； 05( / =1): ^ zWZ \ 
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C 3- C 7: 

C 40= l )： 

C 4( r^j - 1): 

C 4( r^')r 

C 5 — C 4: 

C 5( r - j -2)： 


w l z W(l^wz )； 

wzW 2 !^ i ， z 2 ); 
w ^ zWZ {\ - w - ,^ 2 ); 
wz^tl+z 2wz - z 2 -r 1 ); 

wdV^l _ wz - z 1 ); 

^ A z WZ( \ - wz- z 2 )\ 


C6(r^j- 1}: W 1 ； 

C6(r*-j): wWZ; 

C 7- C 6: w ^- zW 2 ; 

Cl(r^j): w A z WZ; 

Cl(r^~ j - 2): w ^ z^Wt 


对于固定的 0< x < l , 当时，如果 /= xfl +0( l )， 则渐 近值为^(/?(1-；^)/(2太- 
x 2 )\ i - x 2 ) UO ( n ^))^ 因此，例如，我们发现，在步骤 C 3 中的四路转移以 x +/_ 


l :_ r : 的相对频率发生， 

顺便指出， J 为奇数 的倩况数超过/为偶数的情况数，在仟何使用 (39) 的广义词 
典顺序的方案下，这个数为 



[2 Jt + 2 / < s + t ]+[ s 奇数] [ f 奇数] 


这个置有有趣的生成函数 wz /( l + vv )( l + rt(l - 

43.对于所有非负整数^此恒等式为真，除非当时， 


44.事实上， C t ( n )- l ^ C s ( n - l) R ^ 而邕心⑻- 1 = — l) p 。 （因此- 


2 =C ( n -2), 等等 


U 


45.在下列算法中， r 是满足 e f 的最小下标 
CC 1. [初始化 6 ] 对于 l < j < f+h 置 q -/ i - 


1 +j 和4 


0, 


设 0< r < w ) 


o 


还置卜 u 我们假 


CC 2, [访问^ ]访问组合^，。然后置 

CC 3 + [转移。 J 如果4 *0,贝 IJ 转到 CC 5„ 

CC 4 .[尝试减少 c ;。 ] Ejc ^ c t +( c ; mod 2) - 2 fl 如果 则置 q - X ，广 - J ; 否 

則如果 6=), 則置 q I , Zj "- C ;+I -(( c J +1 + I ) mod 2), r 卜 y ; 否则如 
果则置，/, z ； mod 2), r-max (1,/- 1). 否則罝 

Cj r — j 0 返回到 CC 2 S 

CC 5.1 尝试增加 c y 。] 置 x — c ; +2 0 如果 _ v < i , 则置 c , 一 a ; 否则 t 如果和 

Zj ^^ O , 则置 q - a : - ( c >+t mod 2); 否則置 z , — 0, j — j+U 并转到 CC 3( 但 
如果/ > r ， 则结束)。如果 c , XK 则置 r - 1;否则置 r — j -1 返回 CC 2 a I 

46_ 等式(40)意味着，当 ) 是使怂的极小时， ^+ J ) mod 2 0 则(37>和 
(3 S ) 产生下列算法 T 其中为方便起见我们假定3 

CB 1, [初始化。 ] 对子 置 b 广 j ， \ ; 并置 U <当随后的步 

骤考察2的值时，它是使得的最小下标$ ) 

CB 2 .[访问《 ] 访问对偶组合 
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CB 3 .[转移。 ] 如 果心为奇数： 如果卜^ ]+ 1, _转到 CB 4, 否则如果卜>0则转 

到 CB5, 否则如果& ; 是奇数则转到 CB 心如果^为偶数和 ^>0 则转到 CB9 。 
否则如果 K.+ 議 I 转到 CB8, 否则转到 CB7 。 

CB 44 增加^ 1置夂 — 并返问 CB 2, 

CB 5 .[滑 过卜和 ^ ] 如果 h 为奇数，则置卜― 夂 + i 和匕―紀+1,否_ 置夂 

HU 转到 CB 2, 

CB 6, [向左滑动 。 ] 如果 z 为奇数，则置;：1_2, I 广 z+h h 否则置 r 

z~i, b 广 z 。 转到 CB2 a 

CB 7+ [滑过 I 】如果是奇数，则置 h — fr ;+ l , 而且如果 A t >«， 则结束。否 

则置虼 — 1， 然后如果 /\< z ， 则置：: — Z+1 a 转到 CB2, 

CB 8 .[滑过込和 6 I +| a 】如果^是奇数,则置纥 — 卜 +3 , ^ - 1 , 而且如果 

K ， n , 则结束 。 否则 WA + i _ 匕， b ' H 然后如果則置；: — z +2。 
转到 CB 2 a 

CB 9 .[减小 L ]置6广~-1 ， z — 2,并返回 CB 2 fl | 

注意，本算法是无循环的,蔡斯在69 (1989)， 233-237) 中给出 
了对于序列亡彳类似的过程 & 真正令人感到有趣的是，这个算法精确地定义由上道 
题中的算法产生的下标 A …4的补码 & 

47. 例如，我们可以使用算法 C 和它的颠倒(习题38>,瓦以一个 d 位数(其二进位 
数字表示在递归的不同级别上的活动)来代替％.需要分开的指针 k ^ t 來 
记住在每个级别上的 r 个值。（许多其他的解是可能的。） 

48. 有排列1使得 & 的第 t 个元素是 A R T 氏 . M 而且当 j 从0变到 I 时， 
4 q 跑遍 Or 1 ，…， f 心的所有排列。 

历史注记：对于 U ， 0组合的一个同态的转动门方案的第一篇著作，是由艾 

瓦-托罗克 (feva 丁 drdk) 发表的 (Ma/ew 讲 Lapok 19 (1968), 143-146) & 他是受多 

重集合的排列生成的诱导而写成的，许多作者随后依赖于类似构造的同态条件, 
但本习题表明，同态性并非必要 。 

49* 当 0々< m 时，我们有 1) / ( z w - !)=1，而且当 r =0 时这个极限是 

y ( lmz lm - [ M / L 所以当 ^^ Mmodulo 吣时，我们可以把分子 R w 此 - I ) 
的因式同分母 - 1) 的因式配对， 

注记：这个公式是由格 + 奥里弗 ( G . Olive ) 发现的 04 MA / 72 (1965)，619)。在 

Ml 

m =2, g =- l 的特殊情况下，第二个因式仅当 〃为 偶数和 A 为奇数时消失 。 对于所有 
0 0公式⑴广 

m>k mod m 的情况下确有 [ fc/mj + [( n - k ) f mj = [ n / m \ , 否则第二个因式为零 《 

50,当 a mod m + … +〜 im>d m > m 时，所述系数为零。否则由等式 1,2.6 - ( 4 3)， 
它等于 


n 


成立，但是 


: 


L 4 


fm 


不总等于 


n/m 


o 


然而，我们在 
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/I , /叫，…，卜/ m 




(〜+ 

mod 


+ n if ) mod m 



■ 


7 n x mod m j 




这里每一个上标是下标之和 d 

5 L 所有通路显然是在 00 (H 11和111000之间跑动，因为这些顶点有度数 U 在 
所述等价性之下，14条全部的通路归结为4条。 （50) 中的通路，在反射和颠倒之下， 

等价于它本身，它可由<5序列4=3452132523414354123来加以描述 a 其他三个类是 
5=3452541453414512543, 03452541453252154123, Z >=3452134145341432543 0 

德 ■亨. 莱默发现通路 C [ AMA / 72 (1965)， Part II ， 36-46]; £>实质上是由埃迪斯 

(Eadcs), 希克基 (Hickey) 和里得 (Read) 构造的 ^ 

(顺便 指出， 完美的方案并不真正地稀少，尽管看起来它们难以系统地构造。 
U ，0-(3, 5) 的情况中有4 050 046种完美的方案，> 


52. 我们可以假设，每个\非零、而且那么有偶数个和奇数个反演的排 
列之间的差，由习题 50, 为除非至少有 2 个多重性&是奇数。 

反之，如果至少有两个多重性为奇数，由格 ■ 斯塔科维亚克 ( G . Stachowiak ) 
给出的一般构造 [SMM J . Discrete Math . 5 (1992)，199-206〗表明，存在一 个完美 

方案。确实，他的构造适用于各种拓扑排序问题 a 在多重集合的特殊情况下，它 
对于 rf > l 和^^为奇数的所有情况给出哈密顿循环，除非当&=七=1和^为偶数 
时例外& 

53, 参见(美国数学月报 ）72 (1965), 第 D 部分， 36^46. 

54. 假设一条哈密顿通路存在当且仅 3 s 和『不全为偶数；一条哈密顿通 
路存在当 R 仅当，此外， （^2 和 W 2) 或[西■克，恩斯 ( T . C + Enns ), 
Discrete Math . 122 (1993), 153-165, I 

5 5 , ⑻[由 阿伦威 廉斯 (Aaron Williams ) 给出的解, I 序列⑴ r ， 有正确的 
性质，如果对干 s />0, 


I»v 都 iO^r J ； 

而且有一个相当有效的无循环实现：假设 

w [[初始化。]对干 oqcf , 置 / n + f , A — 丨，而乱对于 a s *- Q y 并 

置 J - k 十 U (这是有技巧的，但它有效 。) 

W 2』 访问 0 】访问 ( M ) 组合…4‘ 

W 3 •[清除〜1 置％ — 0和》1. 

W 4 [是容易情况吗？]如果4=1,则置仏―】，々“蚪】并返回 W 2$ 

W 5 .[包起来^ ]! 如果>«，则结束，否则 U 然后如果 fc >0, 则 Wa 广1 1 

a ^0 t ;^1,以及 fc — 0。返回 W 2 fl | 

在第二次访问之后， j 是使得44^=10的最小下标，而且々是使的最小下标。 
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容易情况精确地出现次；的条件在步骤 W 5 中恰好出现 



奇怪，如果 iV 有组合表示 (57) ,在算法 L 中阶_组合有算法 W 中的阶 / V - f + + v - I 。 

[Lecture Notes in Comp . Sci . 3595 (2005) ^ 570-576 0 ] 


(b) SET bits ( 此程 序假设泛 0 和 f>0) 


1H PUSHJ 10.Visit 

ADDU lO.bit®,1; AND tQ t $Q t bits 

SUBU 夏 Oft 

ADDU $0,11,1; AHD SiHMts 
AND $0 ， $O ， bitB; ODIF $O t *O t l 

SUBtr $i p $MO; ADDU bits,bits,Jl 
SBU tO * bit，* b 竹 ； PBZ $O t lB 


访问 bits ={ a i+I _ _ … 

l $0^ bits&{bits + l ) 

置 $1 — $0®($0- l ) 

置 $0 ——$ l&bits 
置 $0 —($0& bits ) —1 
置 bits — bits+$l =$0 

重复除非〜产〗 


56. {Discrete Math . 48 (19 M ) 9 163*171. 1 这个问題等价于 K 中级猾测' 它指 

出，通过长度为2?-〗和权为的所有二进制串存在一条格雷通路 9 事实上, 
通过特殊形式％仏…的一个 (5 序列，儿乎可以肯定 s 能生成这样的串。 其中％ 
的元素是〜的那些元素移动 fc 次 modulo 2 r - l 得到的。例如，当 f =3 时，我们可以以 

A =0001 11开始，并且重复地交换其中3跑遍循环 (4134 5245 

135〗 2412 3523). 对于已知中等猜测为真 a I 参见伊+希尔德兹 ( I . Shields ) 

和卡 ■戴. 萨维吉， Cong.Num. 140 (1999), 161-178,] 

57. 是的，当;时，对于所有 m 、 《和【，存在一个近乎完美的广义词典顺 
序的解，在二进位串记号下，一个这样的方案，使用 (35) 的序列 I 是 HnO …， 

01 4,_"0 ㈣ ' …， 0"_™1 •… 0” +1 1 M 、卜 ,)口 

58. 通过以/_1简化 m 和/ I ，而后对 下每个 解前边的问题 。 (情况 ( a ) 
特別简单，它大槪是由克泽尼 ( Czerny ) 发现的。） 

59. 对于从 CT _ M [ 在 fc 步之内可达到的弦的数目生成函数0_,=2^%满 

足 G 卿 ( z ) = (1 和卜似+ 产一』 ( = ) z ,因为后一项考虑使 q : "和 

*T 

c _> n - m 的情况。-个完美方案仅当 | G _(- 1)| <1时才是可能的,但如果 Om > r > 

2时，由(49)，这个条件仅当 m =/+ l 或小为奇数时才成立，所以当和爪 >5时 
没有完美的解〃（许多弦在 〃= f +2 时仅有两个邻居，所以人们能容易地排除 这个情 

况。当〃为偶数时，所有具有〃>桃> 5 和 f =3 的情况显然有完美的通路 . ） 

60. 以下的解使用词典顺序，而且小心地确保每次访问的平均计算数歡有界。 

我们可以假设以相/ .■爪0尹0 和/ C / tt f 十 ■ ■. +m _+ m n 。 

Q 1 ■[初始化.1对于 s > j > l ， 置和如。 

Q 2, [分配，】 gj - O , 然后当时，置見 — )一_/+1，并重复 

直到;为止 & 最后置免 — 太。 

Q3. 〖访问。]访问有界合成仏+”+%+如 

Q 4 .[拣出最右的那些单位 。 】如果 j =0, 则置 j — U 否则如果％=0, 

則置 U , g 广0以反卜>1。否则转到 Q 7。 
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Q 5.1 满了吗？] 如果/ >《，则结束，否则如果孓则置 q } - O s /- 

j ^ U 并且重复这一步骤。 

Q64 增加 見。] 置④ 1化 然后如果 i =0, 则 1 和卜0,并返回 Q 3. (在此情 

况下， hf .= q Q =0) o 否则转到 Q 2 S 

Q 74 增加和减少 。 j (现在对于 >f >0, q ^ m t . )当％=% 时， j £/^；+ l , 并且重 

复直到岬为止(但如果 y > A 时，则结束)。然后置1, % — 

q 厂 U 如果％=0，则置 j-K 返回到 Q 3。 | 


例如，如果％ =〜=爪。；9，合成 3+9+9+7+0+ O 的后继者为4+0+0+6+9+9 ， 
4+0+0+7+8+9,4+0+0+7+9+8, 4+0+0+8+7+9,…。 

61, 如果 f <0 或 f > m ,+ … + m 。， 令 F r ( f )=0; 否则令 f ；( r )= G 且当 j >0 时 

F s (t) - 0 + ^^(0,1 + F s _ t (t + F^t - nt s 

这个序列可被证明具有所要求的性质。事实上，在习题4的对应之下，当被限制为 
由界 m ,, …， 所定义的子序列时，它等价于 (31) 的同态序列^所定义的合成。[参 

见蒂 * 沃尔什，人 Combinatorial Math^ and Combinatorial Computing 33 (2000), 

323-345; 他已经无循环地实 现它。 1 

62, ( a ) —个有行和 r 和 c〆 … + c fl - r 的2 x 的偶然性表等价于求解二仏+… + 〜且 

满足0 < a _ …， 0 , 

(b) 我们通过对于戶〗，…，/?和 i=】， …、 m 、 设置％ _min(d„ - a 〜一 u ， c 「 

h 能顺序地计算它，或者，如果 n < q 置-心一0, 

而且对于剩下的行则以6减 c _; 如果 r _> c " 置 o u u ? ■—… 广0,并且以^减^ 
来做剩下的列 . 第二个方法表明，至多有个元素为非零。我们也可以写下 

显式公式 

a ti = max (0 , min ( r ( T c } , r ,+-*+ r r - c , - - - - c 广” q+，“+Cj - r L -… - r d .,)) 

( c ) 如同在 ( b ) 中一样，得到相同的矩阵。 

( d ) 颠倒 ( b ) 和 ( c ) 中的左和右，在两种情况下答案是 


a 0 :max(0, min(r〆” r J+l + …-- c } 】“、+… +d - 〜)) 


( e > 这里我们选择比如说，行方式的顺序：如同对 fr , 的有界合成那样，生成 
头-行 ， 且有界 (〜 …， cj ; 而对于每行 ( A ， …， 〜)，以间样方式递归地生 成剩下 
的行、怛有列之和为 ( c _- ，…， c n - fli 丄大多数动作发生在底部两行上，但当对 
千较 早的行进行改变时，后边的行必须重新初始化。 


63. 如果七 和％为正，通过设置 ^ij — A _ 彳 t a "— 〜+11 



我们得到另一个偶然性表。我们要来 证明， 其顶点为对于 q ， …， r ri ) 的 
偶然性表的图 G ， 如果通过这样一个变换，这些顶点彼此可被得到，则它们是相邻 


的，且这个图有一个哈密顿通路. 

当时， G 是一个简单通路，当 m =2 和时， G 有一个二维结构，而从这 
个结构中我们看到，每一个顶点是至少两个哈密顿通路的起始点，而且有不间的 
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结束点 6 当 ; n =2 和《>4时，我们可以归纳地证明，从任何顶点到任何其他顶点 ， G 
实际上有哈密顿通路 . 

当3和 /I >3时，如同在62 ⑷的 答案中那样*我们可以把这个问题从 相简化 
为 m - U 如果我们谨慎从事“不把自己置于窘境”的话。即是，我们必须避免达 
到这样一种状态，其中对于某个底部两行的非零元素有的形式，而 
且对2行的一个变动迫使它成为(以卜对于行出 -1 和 m 的上一轮的变化可以避 [99] 

免这样的陷讲，除非和它以0: 1 /^或开始。但这种状态也可加以避免。 

(基于习题61的一个广义词典顺序方法将颇为简单，而且它几乎总是对于每步 
只做4个改变。但它有时一次要更新2 min ( m , 〃) 个元素^ ) 

64. 当 a … A 是一个二进制串，而且是一个子立体表时，令表示从 
左到右，通过0«$^， 1) 宋代替 A 的每个子立体中的数字(〜…，化> & 例如. 

0 *1^】0 ㊉ 1010=1*1**00。则以下的相互递归定义一个格雷循环，因为当试>0时， 

4给出从 0 V 到10” V 的一个格雷通路，而扎给出0^到 V s 的—条格雷通路: 

A ， 05 ㈣ © oor't 

㈣ ， ㊉ 0KTV4 ㈣ ®1 J 

当^<2时，串 OOP - 2 和 0 HT 2 只不过是 CV ; 是格雷二进制码 ； (顺便指 

出，稍微更简单的结构 

G ,i = q = rmod 2 

定义从 * 咿到 3 的-个令人偷快的格雷通路。 

65. 如果一条通路 P 被认为等价于 P 和义…毛，则总数可以如同在习题33中 
那样，系统地加以计算，而且对于#/<6,有下列结果： 

通路 循环 

1 1 
1 1 
12 1 
13 3 1 

1 5 10 4 1 

1 6 36 35 5 

1 9 310 4630 218 6 



般地说，当 s = l 时有 f +1 条通路，而当时有卜 bmocn ) 条 


O 


对于$<2循 


环是惟一的。当时近似地有 6.869 x 】0 3 ™条通路和 2.495 x 10 70 个循环。 


66■当 《< f 时，令 G (界,0)=6, G ( n , t )，， 而且对于 1< Kl 令为 

g(0)G(n-U), g(\)G(n-h t) R . g{T - ^G(n -U)\g(2 l - l)G(n 

其中鉍 fc ) 是包含格雷二进制数 Wfc ) 且在其顶部有它最低有效位的一个 f 个二进位的 



254 


习题答案 


列.在这个一般的公式中，我们含蓄地加一行零于 G («- ld -]) 的基底下边. 

当时，这个值得注意的规则给出通常的格雷二进制码，并省略0… 00 D — 
个循环的格雷码是不可能的，因为是奇数。 

67. 对应于算法 C 的组成的一条格雷通路意味着有一条通路，其中所有转换是 

事实上 f 也许在每一转换中有一个循环 

68. ( a ) {*}; ( b ) < p B 

级使得最小的赠⑺ + (1 + … + (}) 小去 (⑺ 

因为(二 (0 当且仅当《>2卜1。 

70.当时，从恒等式 

41 +岣 _((Y) + 岣 4((1 + 岣 _((q +A r 卜 (Y)+ + L iA r-^r 

我们得出结论， 极大值是…+(0|，而且当 『>1 时它在 ~的1 • 

if f 一 Z 1 

个值处出现. 


71-令 C 是 r 团族 > 由算法 L 所访问的头 ( T ) + (' m ) 个 f 组合定义在具有 100( K ) fl 0 
条边的1415个顶点上的图。如果 1 C I 更大些，则以- I 将超过1000000。因此对于 

所有 f>2， 由定义的单个图有/团簇的极大个数^ 


72. 对于 w > 1, 


M 



+ 


± ■¥ u 


+ 


(^),其中 {叫, …， m u } - {. s+r 


1, 


彘 r 




n,} \{n t . 


n 


v+1 



(同习题 15 作比较，它给出 


0 


如果是对应于组合&… A 的二进位串，_知是1加上 a 中尾部1的个数 
而且《是诸0的最右运程的长度。例如，当《=1010001】11时，我们有5 = 4 



73. A 和是交叉相交的》对于所有的和 a ( tU \ p ^ Af ] d n - H , 


其中& 




{(/\j6liSE5} 是0组合的一个集合。由子 2.^ 


P , 




我们有 B |> 


而且 


iV(fl - p) 


P 




其中…因此如果 A 和矜是交义相交 



□> 


B 


y 


所以和 S 不可能 


的 5 则我们有 M+Jv _< wi+ia—d 以及 

反之如果 c MnJ n 匕， *t 我们有 (：)<A/+^v f < 

是交叉相交的 0 

74. （见习题叫).还有，如同在 (58) 和 (59) 中那样论断,我们发 

现在这种特定情况下， G P^-(^1)P^U-U10/V 5 U{543210 ，…, 987654} , 而且 


般说来， |6/V|=(«+1 


/ I , 


)"十( 


rt〆 ! 

f+l 




75, 


恒等式 ( 


Fl 4 l 


卜⑴ 十 ㈡ 


+ 


+ 


n 


0 




即等式 1丄6-(10)， 如果 ims 则给出另 
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外一个表示，但 (60) 不受影响，因为我们有 = 


+ 



+1 


Q 


76. 通过把加到 (57) 表示 W+1; 于是使用上道习题来 推演& ( N + i ) - K t N 



77, [戴爱.戴金 , Nanta Math . 8, 2 (1975)， 78-83 4 J 如同在习题75中那样, 


我们对扩充表示 M 



+ 


+ 


% 


u 


) 和~ =卜卜… + 进行工作，如果最后的下标" 


或 v 为零，称它们为不适当的。称 iV 为灵活的 


如果它同时有适当的和不适当的 


表示，即如果;^ 

( a ) 给定一个整数 S ， 求 M + JV 使得 Af + AtS 和 & A /+ K 斤是极小的，且 A / 尽可能地 

大.如果 AM ), 则我们完成了否_极大-极小操作保持 M + W 和^ 两者.所 

以我们可假设，在 M 和 V 的适当表示中 v > w > 1。如果不灵活的，則由习题76, 
〜 （ M + i )+ ic (7 V - lHrM + W -0+( kA ^ v )< kM +# c,M 因此 N 必须是灵活的，但那 
样我们可以应用极大-极小操作到 M 以及 iV 的不适当表示 h ， 并增加 M ; 矛盾 d 

这个证明表明，等式成立当且仅当 M / V =0 时，这个事实首先由弗•索，麦考茱 
于1927年指出。 

( b ) 当 M + JV = S 时，我们尝试来极小化 maxU , M , AO + Kn #， 这次把 W 表示 

为卜… + 如果 f 叫，极大-极小操作仍可合用；保持叫不变，它保持 

M + W 和 （ — Mi 及 ( M > AT 的关系如同在 ( a ) 中一样，如果 A ^ O , 我们导致矛盾， 


所以可以假设 

如果〜 > m „ 我们有心 & Af 而且还有人 iV > M ; 因此 M + Ak ^ iV + At 卜-广卜… + 

而且我们有 （( m+ao < k a 隱)=_卜儿 

最后，如果7^=% = a ， 令 M 卜 Af f 和 /V = H + / V 、于是 
+ = , 而且 = 对/用归纳法 

可得出这一结果。 

78* [ 尤-埃克霍夫 (J. Eckhoff) 和杰‘威格纳 (G. Wegner), Periodica Math . 
Hung . 6 (1975) f 137 - 142； 安-约 * 威-希尔顿， Periodica Math . Hung . 1 0 

(1979), 25-30. 〗令 AHAj 和 W=KI; 我们可以假设/ >0 和 N>0 a 然后通过对 mw+f 用 
归纳法，我们得到 IMIH 从， U A D | + |^g > maxdd^J, U 0 |)+|3A 0 !> max(«: r M t 

N )+ K f 以 > K f ( M +, VHP IAU “ 

反之，令 A E =Pjl 和 4>=Pm+l; 这个记号意味着，例如 {210. 320}+1={321, 

431}. 然后^对+州<04=|敁]11/4 0 |+|(34>)0|^113叉(（财,岣+( ] 乂 因为从,=心即… 

[舒铃伯格于〖959年发现，&(財+扪<(财+1#当且仅当4财>扎】 

对于第一个不等式，令4和 B 是齟合的不相交集合月 >|= M , \ dA \^ K t M , \ B \= N ^ 

[ dB ^ KN , 于是 ( Af + JV )= K： f U U B | < \ B(AU B )\=\9 AU dB \-\ dA \^-\ dB \= K t M+k N 。 
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79. 事实上，当/ V 由 (57) 给出时，^ ( AZ + A ^. MJ ^ A / a ^ / V + A ,.^ N = NHn 2 - n [ ) 

[ v = l] e 

80 . 如果 N >0 且如同在 (57) 中那样表示 / V 并令 iV =^+/^ 其中 



令义 


,然后通过对 f 和〖勺用归纳法，我们有 






N , > 


Z 


(0 和"， 

+⑸七0; 

)0 ⑸ >(冰 

I 罗瓦斯泽实际上证明了一个更强的结果；参见习题1.2.6-66。类似地，我们有 


认> 



㈡- O ⑴ - (V 卜 d ， 而且 r N = N ^ K t 


fi t N > (^ 1 );参见布约纳 (Bjdrnerh 弗朗克尔和斯坦利 ， Combinatorica 7 (1987), 


27 - 28 , 


81+例如 s 如果最大的元素是66433,我们有 


匕 5 ={00000,…， 55555} U {60000, … ，65555} U {66000, …， 66333} U {66400/-, 66433} 

所以+ 0⑴+⑴。它的下阴影是大小为 W + + + 的 

3 匕 5= {0000,…， 5555} U {6000,…， 6555} U {6600, …， 6633} U {6640,…， 6643} 


如果的最小元素为66433,我们有 

g A9v ={99999, …， 70000} U {66666, 66500} U {66444,… ，66440} U {66433} 


所以 W 





13 

9 



12 















的 



阴影是大小 



14 \ f 13 
9 1 + 



12 








( j ) + (') = ^+^^ 的 G Q jV9S ={999999, …， 700000} U 


{666666, …， 665000} U {664444, …， 664400} U {664333 




664330} 




只要 AK 




每个组合的大小〖实质上是没有关系的；例如，在我们已经考虑的情况下的最小 

元素为 99966 4 3 L 

82.( & )这个推导将要是 Z ^ n ( x ), 但该级数发散 . 

[非正式地说， t ( x ) 的图示出所有2 * 的奇数倍时相对量2 * 的 H 坑' 高木贞治 
1 絲 ( Proc . Physico - Math . Soc , Japan {2) 1 (1903), 176-177) 的开创性论文已被翻 

译成英文，收录在他的论文集中 (Iwanami Shciten ，1973) 中。1 

( b ) 由于当 t >0 时= (-1)丨叫，我们有 /!T 4(0 d / =/ U(l - u ) du ^-!\ r ,( u ) 
du - T , r k ( d)du o 第二个等式从 = ⑴这一事实得出。部分 ( d ) 说明，当^为 


有理数时，这两个等式足以定义 tU ) & 
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( d 对于…，-个不<数集合，值2可 实现。 

■3^ 

81给定任何整数考虑在有向图 


( c ) 由 于对子0<工<1， r { 2 ~ a x )= a 2 ~ a x + 2 ~ a t ( x ), 当2… 1 < e < 2對，我们冇 

r ( e )= a £ , +0( e ) 0 因此对干0< ^ < 1, [(£)# ^ lg | + 0 (£ L ) c 

( d ) 假设0<抑<1, 如果 p / q < 1/2,我们有 T { pfq )= p / q + T (2 pf 02; 否则 r ( p / g )= 
( q - p )^ T {2( q - p )/ q )/2 a 因此我们可以假设为奇数.当*?为奇数时，当 p 为偶数时， 

令 〆 =/?/2;而当/?为奇 数时， 令 〆 =( 分 - p )/2 fl 则对于0<^<心 r { plq )- 2 T { p } lq ) - 2 p 7 g ; 

这 9-1 个方程的方程组有惟一解 . 例如，对干萨3, 4, 5, 6, 7的值是2/3, 2/3; 1/2, 
1/2, 1/2; 8/15,2/3,2/3,8/15; 1/2, 1/2,2/3,1/2; 22 / 49 , 30/49,32/49,32/49,30/49,22/49, 


中从0开姶的通路，以 v 


^的垂直移动改变 v 




2 (qa 


p 开始，计算相关的值 v ; 水平移动改变从节点 
v ) a 如果我们以相同的 v 值两次到达一个节点，则这条 


通路停止。如果在该节点 v < - q^uv > qa , 则对上节点£ 1 不允许进行转换。对于 v < 
0或 v > g ( a + l ), 则不允许对下节点 a 进行转换。这些限制强迫这条通路的大多数步 


骤 


o 


(在上一行的节点0意味着“解 TW = ax - v ~ 


37 


在下一行意味着 


^T{x)-viq - 


)经验测试提议，所有这样的通路是有限的。于是，方程 T ( x )= p ~ 有由序列_〜 


X 


X 


定义的解其中在一个水平步骤中〜 


^Jr + S 




而在一个垂直步骤 


中' 



^*1 ；终于，对于某个 /<h ^ 如果/>0,而且如果^不是2的一个次 


幂，则当文>1/2时这些全都是啦)吁~的解， 

例如，这个过程确定 T 仅当是83581/87040时，40=1/5且1>〖/2。这惟一的通 


路产生％ - I-WW jV 、 〜 


= 




■^*39 1 而 月 ， ^ 




X 


类似地，恰有两个值 


x > l /2 而且 ^)=3/5, 并有分母2,2 56 _ 1)/3。 

而且，看起来在通过节点0的有向图中的所有循环定义和^的值，使得 
有不可数多的解。例如， 对应 于循环 (01>, (0121), (012321), 这样 的值是 
2/3, 8/15, 8/21。 值 32/63对应于 (012121) 而且也 对应于(012101234545454321)， 

以及不返回到0的两个其他通路。 

84. [弗朗克尔、松本真、拉泽萨以及德重典英，人 Combinatorial Theory A 69 
(1995), 125 J 48。] 如果 d <*， 则有 


2 t — 1 — b 


t-a 


■ 

i)— /( 2 r ^ 1 )- = 2 ^(U f ( a ， b)r l + 0 ( 6 4 ft 2 )) 


i I 


5 t0 



oil 





2 


64 

I 




64 


6 

n 


II 4 


6 

.^1 



, 

4 


X 


为 

解 

的 




-r Ju 

(€ 
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其中， / ( a , b )= a ( l ^- b ) — a 1 — b ( 1 +/?)/4=/ ( d +1 , b ) - b + 2 a a 因此如果 JV 有组合表不 (57) ， 
而且如果我们设置1=2卜 1- t 则有 



当卜超过 21 gf 时，这些项是可忽略的。因此人们可以证明 



85.由 (63), \_入-，有和~汉-\相同的渐近形式，因为 t (㈣ l-jc)， 2 ^ N-N 
也一样，直到 0(r(logOVn 因为当 *<2 1g / 时，卜 2^ t 1( UCKl 0 gf)") a 


86. J 迗 X 或或…或 jf 耷 X + i 勞; c&T 或 Jt - e { 

或…或丨 x EX~ + o 

87 . 利用 xer 的事实，所有三者都为真，当且仅当； rcy: 
( a ) XQY ^ X ~ 3 r ^= r + CX^i ( b ) X + CX + => XCX + ° ； 因此； rex 。”。 

而且； ; 因此； t + €jt . ( c ) om < iv ^ s ^ qs s ^ s m cs n ^ 
M < pN , 

88 . 如果 Kv <\7, 则 v(x-&)<v(y-e )， 所以我们可以假定而且在词典颟 
序下 joy a 我们必定有否则 vtj-O 将超过响 - 6)。如果对于七=兄， 

显然 tfnKx - e k < y -€ j9 否_对某个/<_/， x ； > y i9 再次， 除物 _ w -否 

则我们有文一 e * 沁 y 

89. 从下表 


J=0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

ll 




A 

€ t 

a 



A 


^ n 

^ 10 

e)^e 2 =^i 



A 




^ JO 


^ u 


e 9 

+ 疔 3 =e 3 

A 


亡 7 


A 

^ m 


^11 

A 

6 

^4 


我们求得 (oO,al, …,《12)=(0,4,6, 7,8,9, 10, J1, 11，12, 12, 12, 12)，(紙/?1,-，, 

)812)=(0, 0,0,0, I, 1,2,3,4,5,6,8, !2) 0 

90■令X，而且对干 0< a <m t , 令况=|兄⑻|，则 




max (^_ p oA / H ) 


其中 a - 1代表1> mod m, 而且 ct 函数来自于 (《» I)维圆环体，因为由归纳法 | 足 
( a )+ E k (0)| > oN a0 而且 
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IZ + 






l )^ e k )[ j ( Z k ( a )^ E k m \ 



因为 4 k - 1)+^ 和 Z A ( a ^ E k (0) 两者在〗维中都是标准的。 

9 L 令在一个全压缩数组的行中有 兄点， 其中行0在 底部； 于是 i=yvp 

我们首先证明，存在一个最优的 X ，对于它而言，除非当 
乂=0或乂=/时，不然“坏”条件乂 = A ^ 绝不出现。因为如果 a 是最小的坏下标， 
假设兄 - 3 > Af fl = AU =，..^ U > ALw 于是我们总能对减1和加〖到某个满足6 < a 的 
凡，而不增加 沐1 1 除非在 *=1 和 = N a ^ - 1以及对于0 < b < a . N h 我 +a - 6</的情 
况。进一步剖析这样的情况，如果对于某个 c > a + l ， K = N r ”我们可以置 

由此或者减少 a 或者增加和，否则我们可以求出一个下标 d 
使得对于《<«4 A ^ ( -/ V 0+ ,+ G+l - c >0, 以及或者乂=0或者％<:%_,- U 那么对 p 

<^< c < d , 对乂减1就行了，而随后对于_ 1,对^加 K (重要的是要注意 
到，如果礼=0,我们有％>4-1，因此釦 m 意味着/=队> 


每当况和时，重复这样的转换直到况 > AU 为止。我们达到 (86) 的情 


况，如同在止文中那样，这个证明即可完成 

92. 令 x + A 表示超过 jc 和有权 w + A 的 TTm ，，- 


元素按词典顺序之最小者 


如 


果任何这样的元素存在的话。例如 s 如果 m 产》1 2 =叫=4和#211，我们有 jt + l =212, 
奸2=213,奸3=223, x +4=233 , x +5=333 且奸6不 存在； 一般说来，奸*+1是由奸(通过 

加上可予增加的最右分量得到的 & 如果 x + b ㈣ , - I , 


■ ■ ■ 


m 


□ 



然后如果汾 fc ) 是 j J + A 的 TX / ti , 

在 a 中结尾的 S 的元素是其头/2 - 1个分量在 


y - 1), 我们賢奸/:+1=^+左 

,) 所有元素之集合，我们有那+1)=抑)\而且， 


W 中的那些。 


本题的结果可以更直观地表述如下：当我们生成《维标准集合 S lt 心，…时，在 


毎层上的(《-1)维标准集合在每个点被加到层 m -1 后，就变成彼此分散开來了。 
类似地，在每个点被加到0层之前，它们变成彼此的核. 

93. ⑷假设当适当地排序时，参数是2< m ; < …< m : ,丼令 Jc 是满足 


nu 申 


m f k 的极小值 


0 


然后取 / V = l+rank (0, …，0，< 


1,0, 


，0)。(我们必须假设 


min (叫，…，％) >2,因为等于〗的参数可放置于任何处, 


( b ) 仅仅对于《=2的情况，掩盖在习题91的答案里边.当 m 为更大的值时，这个 


证明通过归纳法而被加人 D 

94. 求补把词典顺序颠倒过来，而且把 e 改变成占 


95 ,对于定理 K , 令 d=n 


1和知 


^1,对于定理 M 


令 d=s 和 s () =‘ 


S tJ =t+ 1 


96. 在这样的表示下， /V 是居于词典顺序下…&之前的 • 0, & • 1, 

X …}的/组合的 个数。 因为广义系数计算其最左分量为的多重组合. 

如果我们通过在最右边的非審项停止而截断这个表示，我们就得到 (60) 
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的一个漂亮的推广 & 



[参见乔 ■弗、 克莱门兹(人 Combinatorial Theory A37 (1984), 9) -97)。对于验证 

推论 C 的正 确性， 需要不 等式〜 但对于 I的计算则不必要。对千 
t > k > v ， 某些项(，巧可能为零 4 例如当 时， 且 j, = 2 t 我们 

有叫外⑺ = 0 + U ] 


97. ( a ) 这个四面体有四个顶点、六个边、四 个面： (凡，…，况 Ml, 4,6, 4, 1)。 
类似地,八面体有 ( M ， …，凡)=(1，6, 8, 8, 0, 0, 0>,而二十面体有(私，…， NJ=( l t 

12, 30, 20, 0,…， Oh 十六面体，也称作3立体，有8个顶点，12个边和6平方面 

振动把每个平方面分成两个三角形并凡引进新的边。所以我们有(叫，…、8, 
18,12, 0,…,0)。 最后, 十二面体的振动的五面体的面导致… ，7VJ=( L 20,54, 
36,0,…， 0) n 

( b ) {2!0 t 310> U { 10,20, 21,30, 31 } U {0, 1 1 2, 3> U { b } 

( c ) 对于 0 </<l 0< JV ? < (；), 和对于如果我们定义 

人 1 = ™ 的话，对子〗第二个条件等价于 A ,_, 况.这些条件对于定理 K 
来说是必要的，而如果 A = U / V , 且是充分的 & 

( d ) 不在一个简单的复合体中的元素的补，即集合 {{0, …， | a 贫 O 形 

成一个简单的复合体(我们也可验证必要充分条件 成立： 

N n _ t+i < N n _ t , 因为由习题 94, K n ^ N n ^ 

( e ) 00000^14641； 10000^14640; 1 1000^14630; 12000^34620; 
13000^14610; 14000^ 14600; 12100^1 4520; 53100-^14510; 
14100^14500; 13200^14410; 14200 — 14400; 133004400; 以及自对偶的情 
况 14300. 13310。 


98. 以下由斯，菜纳森 (S + Linusson) 给出的过程 [ComhVui ⑺ rim 19 (1999), 
255-266] 要比更明显的一个方法快得多，他也考虑多軍:集合更，般的问题。令 

AJ ) 统计对于 0< r <“ 满足和对于 f > A , '，(二旭况 ㈤ 的能行向董个数。 

那么，除非否则有 L(nU)=0; 以及 L ( n ， h , h )= l ( n ， 矜 ，- 对 
于 /</!， L ( n t t )^ L ( n . n-U I ). 当 时，我们可以计算 L ( lA ， 

,这是山定理 K 得出的一个递归。（每一大小向 
量对应于复合体 U/V， 而且乙 0-1, A，/) 表示不含极大元素 /2-1 的组合， 而 L (/? - 1， 
j-U-1) 表示那些含极大元素的组合。）最后，总的和是 L ⑻ 

我们有 《0>， 1(1), L (2) f … =2, 3, 5, 10, 26, 96, 553, 5461, 100709, 3718354, 
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289725509,…; L(100) ^ 3.2299 ^ 10' 

99.一个简单的复合体的极大元素形成一个 丛组； 反之，包含在-个丛组的元 
素中的组合形成一个简单的复合体 U 因此两个概念实质上是等价的. 

⑻如果(^，从，…，是一个丛组的大小向量，则如果;和对干0</0， 
况=脱+‘况 +| ， （H -,况)是一个简单复合体的火小向量，反之，如果我们用 

词典顺序下的最初的 M 个 f 组合，则每一个这样的(队，…，\)生成一个 (M>，Ml 
[乔■弗-克茱门兹在 (Dtrcme Math . 4 (1973). 123-128) 中把这个结果推广到一般 

的多重集合上 & ] 

(b) 在答案 97(e) 的顺序下，它们是00000, 00001, 10000, 00040，01000, 


00030, 02000, 00120, 03000, 


00310, 04000, 00600 ? 00 IU 0, 00020, 01100 



00210, 02100, 00500, 00200， OOifO , 01200, 00400, 00300, 01010, 01300, 


00010. 注意 (M a ，…，是能行的当且仅当 (A# 
中我们有不同类型的对偶性^ 


，W & ) 是能行的，所以在这个表示 


100.如同在推论 C 的证明中那样，把 A 表示为 r(m 


* * * 


的一个子集。那么当 


d 由/V个词典顺序下最小的点 




组成时，就得到的极人值。 


这个证明由 a 结为 A 被压缩的情况开始。所谓压缩其意义是，它的 f 多重组合 
是对于每个 f , 为于是，如果 y 是的最大元素，而且如果X是多 A 的最小元_ 
素，则我们证明 x<y 意味着因此 v04\{.v} U 


a- 


因为如果 vx 


k 


我们可以求得以3；的一个元素，它大于X ,而这冋 A 是被压缩的假设矛盾 


⑷一般 说来, 




A) 被恰好 M 个权为 / 的二进制串 A … A 所满足时, 


F { p )= N 0 p n ^ N i p ^ l ( \ - p )+ … \ - p )\ 因此我们求得 G(p)=/? 4 +3/? 3 (l -/?)+〆(1 ‘ 

pf ； H ( p )^ p \\ - p )^ p 2 (\ - p )\ 


( b ) 在对应… 



之下， 


个单调公式/等价子简单复 


合体 C。 因此单_布尔函数的函数 f(p) 是满足习题 97(c) 的条件的那些函数，因而通 
过选择在词典顺序下最后的组合(它们是头况个 s 组合的补)，我们得到一个 
适当的函数：{3210}，{321,320,310}， {32} 给此（屮， jc, y，z)=wjcyzVjcyz V wyz V 


wxz V V yz 


o 


马■鲍 • 舒曾伯格发现，通过注意¥[1；(1/(〗+«)>=队+乂^”+况叫/(14)%我 
们能容昜地从/{/0求出参数％。人们可以证明，片仏)不等价于有任何个数变量的一 

个单调函数 等价， 因为 （l+tt+w 2 )/(U“V=(/^+/V_u+ … +M 广意味着 

3, ^=(^) + 1, 以及 

但一般来说，判定这个问题的任务并非那么简单。例如，函数 
(H5w+5wWV(Uw) 5 同5个变量的任何单调函数都不配，因为 K 5=7;但它等于 
( 1 +6w+ 10w 2 + 10w 3 +5u 4 )/(l + m ) 6 , 对于6个变量，它工作得很奸， 

102. (a) 在I中，选择度数为/的况个线性无关多 项式； 按词典顺序来对它们的 

项进行排序，并且取它们的线性组合，使得按词典顺序最小的项是不同的单调项。 
令 I 1 由所有这些单调项的倍数组成 3 
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( b ) 在/_中，度数为 I 的每个单调项实质上是一个 f 多重组合。例如对应子 
555521 1 U 如果紙是对于次数 f 的独立单调项的集合，则理想的性质等价于说 

M+i 2 H 


在给定的例子中， 


M 4 = 0 M ? U ; A / j = Q M 4 U { x ^}, 因 


~^ xl ( x Q xl - 2 x ^ 1 )- x ^ x ^ xl ) = - 2 x ^ » 而且此后 A /, +l = SM 。 


(c) 由定理 M ， 我们可 假设蛑 = C )^。 



其中州 > 


rt „> … >^> rt r 】 >0 o 于是〜 = s + f 当且仅当、-,,=5-2，…, n fy =0»而且我们有 




n 





S 


十 


(n r2 + [n f2 > 2]\ (n tl + [n n > 1]\ 

I 2 ) + ( 1 , 


ml 


因此当 f 增加时序列 ( n ts - t -^[ n ts < s ],-^ n f2 - t -^ o [ n t2 < 2 ] , / i fl - t - Hn n < l }) 是词典 

顺序下非递减的，其中我们 在有〜 W -】 的分量中插人由习题 K 2 i 1- 
15( d ), 这样一个序列不可能无穷多次地增加而不超过极大值 h - «)。 

103. 令是用如下方式确定的一个序列的头 W 个元 素： 对于在词典顺序下的 
每个二进制串 d + ,_, … X 。通过在词典顺序之下(认为1<*)，以所有邛能的方式来 
把 r 个1改变成若干个写下个子立体。例如，如果 KH 0 U ⑴和信2,我们生 

成子立体0〗01*0*，010*10*， 010**01,0*01 】0*，0*01*01,0*0*101。 

[参见本_钵德斯特洛姆 <Adiv pr Mat , 8 (1971), 245-257); 类似于推论 C 的 
一个推广见康 • 恩吉尔 (K. Engel) , Sperner Theory (Cambridge Univ. Press, 1997), 


定理 8 丄 U I 

104, 在交叉顺序下的头 /V 个库有所期望的性质 4 [特 * ffi ，丹 (T.N.DanlO 和 
戴，爱，戴金 ，^ London Math , Soc \ (2)55 (1997), 417 -426. j 

注：通过发现，权为(的 W 个间典顺序的开头的串的“1阴影' (即只通过删去 
一个二进位得到的串），由权数为 f 的开头 A / V 个串组成，鲁+阿尔斯威德 ( R . 
Ahlswede ) 和蔡宁把丹-戴金定理推广以允许二进位的插入，删去和/或传输 

[Combinatorica 17 (1997) ， H-29 ； Applied Math. Letters 11,5 (1998), 121 - 126“ 

尤维 • 里克 (Uwe Leek ) 已经证明，不存在具有类似的极小阴影性质的三进制串的 
全序[预印件， 98/6( Univ . Rosiock , 1998), 6页】， 

105. 在循环中每个数出现同样次数。等价地说，必须是 f 的一个倍数。假 
定相对于 I /!不太大，则这个必要条件看来也是充分的。这样一个结果也可能是 
真的，但却不能证明 5 [参见钟金芳蓉、格拉罕 ( Gmham )、 葛立恒以及迪业科尼斯 


(Diaconis ) ， Discrete Math. 11 0(1992), 55-57 , 

以下一些习题考虑 f=2 和 1=3 的情况，对于它们已知一呰优美的结果^对于 /=4 


和仁 5 t Q 经推导出类似的但更复杂的结果，而对于的情况部分地解决了 
( n ,0 K 12» 的情况，是当前未知万有循环存在性的最小者 & 


对 f 


106,令 mod (2 m + l ) 的差是1,2, ..， m , 1,2 广 .， m t …，重复2故+1次。例如，对于 
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m 



循环是 (013602561450346235124 K 这有效，因为1 +… + m = 匕 ] ) 是同 2 m+l 


互质的 《 [J. tcole Polytechnique 4 , Cahier 10(1810), 16-48. 


[07+ 7 个双倍的 




B 9 可以以 3 7 种办法插入 {0, 1,2,3, 4, 5, 6} 的3 


组合的万有循环中。这样的万有循环的个数是完全图 A 的欧几里得尾部的个数, 


如果我们认为 ( a 。■ %)等价于(％…如4但不等价于颠倒顺序循环(〜 
只可以证明该数为 129, 976, 320. 所以答案为 284, 258, 211,840 。 




a u ) ， 



[这个问题首先是由迈 


赖斯 ( M . Reiss ) 于【859年解决的，但他的方法是如此复 


杂，以致人们对其结果表示怀疑 。参见 (Nouvelles Annales de Mathematiques 8 
(1849) ， 74; 11 (1852) ， 115; Annali di Matematica Pura ed Applicata (2) 5 (1871- 

1873)，63-120), 一个简单得多的解，它确认了赖斯的断言，是由菲•约里瓦尔德 
( P . JolivaW ) 和加 * 塔里 ( G _ Tarry ) 找到的，他们也枚举了 A 的欧几里德的尾部。 

见 (Comptes Rendus Association Frangaise pour VAvancement des Sciences 15 ， part 





2 (1886) ， 49-53 ； E* Lucas ，Recreations Mathematiques 4 (1894) ， 123-151) 



仁丹 * 达. 麦凯 (Brendan D * McKay ) 和 罗伯特 •威， 罗宾逊 (Robert W. Robinson ) 
找到一个更好的方法，使得他们通过使用尾部的数目是 


( m - l )! 2ffl+1 [ zl m z 2 r 2 -z 2 2 r 2 ]det ( a jk ) U ( z ^ zt ) 


这一事实，经由继续进行枚举，其中当时， a Jk ^- l /( z ^ z 2 k )； 

〜 - 1 /(2〜 2 ) + 叉 0 “ 1 。 参 DiLCo 啲 bi/mtorics ， Probability% and Computing 

7(1998), 437-449。1 

卡， 弗莱.圣特-马里 ( C . Flye Sainte - Marie ) 在 （ L 7>^ er / n#diaire des 
Mathematiciens 1 (1894)，164 〜 165) 中说明, K 的欧几里得尾部包栝在{0, l t …， 

6} 的排列之下有7重对称性的2 x 720个(即庞索特 ( Poinsot ) 循环及其颠倒)，加上具 
有3重对称性的32 x 1680个，再加上非对称的25778 x 5040个循环 

108, 对于; i <7, 除在的 平凡情 况外，不可能有解，当 n =7 时，有12 255 208 x 
7!个万有循环，但不考虑和⑷…〜叫)是相同的，包括像在习题105中示 [Ml 

例循环那样的有5重对称性的那些在内 > 

当0 8时，我们可以像布-杰克逊 ( B . Jackson ) 在 ( Dwr 你 Math . 117 (1993)， 

141-150) 中所建议的那样系统地进行，也请见格*哈尔伯特 ( G . Hurlbert )(5 MM 7, 

Disc . Math . 7 (1994), 598-604): 把每个3组合放进“标准循环顺序” 其中 

c 2 =( c ^ d ) mod n , c 3 =( c 2 + d , ) mod n , 0< d , 5 r < nl 2 、 而且或者 5=5' 或者 max ( d ，6 1 ) <j 

n — 6^ d ' ^( n - 1 )/2 或(1<5<打/4和 <5 r =(« — 1 )/2) 或 (&=(/i - 1)/2 和 1 < 5 <«/4 ) e 例如， 

当#8时， 5’) 可允许的值是 (1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (3,1), (3.3)。 

当《=11 时它们是 ( M ), (1,2), (1,3), (1,4), (2, I ), (2,2), (2,3), (2,5), (3,1), 

(3,2), (3,3), (4,1)，（4, 4)，（5,2)， (5,5), 然后构造对于0 < c </ i 和 1 <扣以2的具 
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有顶点 (c, 而，和在标准循环顺序下对于每一组合有边 (C,，d ) 的有向图9这 
个有向图是连通和平衡的，所以由定理 2J+4.2D 它有一个欧几里得尾部^ (当/I为奇 
数时，关于 U/2 的奇异规则使有向图连通 . 当时，欧几里得尾部可加以选 
择使之有〃重对称性，但不是当《=12时。） 

109. 当时，循环 (000) 是平 凡的； 当 n=2 时，没有 循环； 当 n=4 时，实际上 

仅有2个， BP(0001 11222333020213 13) 和 (0001 1120203332221313)。当0 5时，令 

多重组合 rf, A A 处于标准循环顺序，如果 mod 打， dj=(d 2 +5 F - 1) mod n 

以及 (5, 以)对千上一答案中的 n +3 是可允许的话，构造对于和 1 <5<(奸3)/2 
具有顶点(么汾，和对于在标准循环顺序之下的每一多重组合4 A 具有边 (4, «- 
(式， y) 的有 向图； 然后求一个欧儿里得尾部. 

也许对于 {0, 】，…， rt-lh ;多重组合的一个万有循环存在，当且仅当对千{0, 
1,多重组合的一个万有循环存在。 

110, 检査运程的一个好方法是来 i| 算数况 = ,其中 

p ( K )>= U , …，13)，然后置 /—6( S )&-6( S ) 并且检査还检査 

{(l<< S )\(l>>l))&a=0. 其中 a = …12~ ,当 S 以格雷码的顺序跑遍所有31个 

非空的子集时，容易维持 &(S) 和 2{v ⑷ lc€ S} 的值。对于; c<0, ”、29)，答案为 
(1009008, 99792, 2813796, 505008, 2855676, 697508, ] 800268， 751324, 

1137236, 361224, 388740, 51680, 317340, J9656, 90100, 9168, 58248, 


11196, 2708，0，8068, 2496, 444, 356, 3680, 0, 0, 0, 76, 4); 


子是糾 



为。 4.769 和方差为《 9,768 


没有指头的双手有时滑稽地叫做〗 9, 因为该数不能由卡片做成。 

—— 界 _ 亨 • 戴 維森， Dee s Hand-Book of Cribbage {\% 29 ) 


注记： 在纸牌游戏 u crib w 中不允许四牌同花,那么分配较为容易计算，结果 

是 （1022208, 99792, 2839800, 508908, 2868960, 703496, 1787176, 755320, 

1118336, 358368, 378240, 43880, 310956， 16548, 88132, 9072， 57288, 
11196, 2264, 0, 7828，2472, 444, 356, 3680, 0 f 0, 0, 76, 4); 均值和方差 
减少到近似为4 .735 和9 .667 a 


7.2.1.4 节 



2.—般说来，给定任何整数我们得到所有整数 m 元组 仏… 使 
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得 > a M> 而且通过初始化 a ,*-% — 芩…心 和 〜 +I — - 2, 

使〜，…，…，义。特別是，如果 e 是任何整数常数，通过对于初始 
ita ^ n - mc -^ c , 巧 — c 以及 a - c - 2,而且假定 / i > cm , 我们得到整数 m 元组使得 

a { > > a „> c 和4+."+‘=^ 

3.对干1<)<所，置〜=1(« +爪-刀/叫=「(料1 -刀 /叫，参见 CA^ft §3.4。 


4.我们必 须有‘ >〜 - 1;因此对于 iqCm , 
满足卜/叫 > r 的最大整数， ajlm=[^/rj 0 


a j » \(n + m - j )/ m ^ % 其中 m 是 


5.[ 参见 尤金马 • 克林科 (Eugene M.Klimlco )， 5/713 (1973), 38-49,] 

Cl . I 初始化。 J 置 c Q - l ， c 广、 —0 …0，/。― 1，/〖-0。 {我 们假定 

n >0 Q ) 


C 2_ [访问]访问由部分计数 c , … c , 和链接 U …所表示的分划 

C 3 ■[转移，]置/4和卜 b 如果 c〆 ， 则转到 C 6; 否则，如果>1，则转到 C 5。 

C 4 .[把1+1改为2。 ] 置2， c ■广 q + U 然后如果<^=0， 置 J 广2 ， 而且如 

果卜2， 則置 /广/_。如果 C | >0 且 h 2, 则置/广以及/广2。返回 C 2。 

C 5, [把/， Q 改变成(/+1)+1 +… +U ] 置 c ,- y ( c 广 1)-1 并转到 C 7。 

C 6 K uy 改变成0+1)+1+—+1。 ] 如果则结束 a 否则置 q “ o ; 然后 

Wc ， k ( c k - l)+y - I ,以及卜乂。 

G 7 .[调整链接。 ] 如果 c ,>0, 则置1， /,- y + l , 否则罝/广>1。然后 IV-O 

和如果 t 巧+1，则置 I 广 I 返回 C 2, | 


注意此算法是无循环的，但它实际上不比算法 P 更快。步骤 C 4, C 3 和 C 6 分别被执 
行 p(n - 2)， 2 / >(/1)-沖3+1)-/?(/1-2)以及/?(/1+1)-/^)次 & 因此当《很大时步骤 C 4 是 
最重要的。（参见习题 4 5及由芬纳 ( Fenner ) 和洛伊舟 ( Loizoti ) 在[如此16 (1981), 

23 ?-252】中给出的详尽分析。 ） 

6. 然后，当 b 〜,时， Hmk - k - U 直到 *= 〜为止 ，如 
果 fcXh 则 R /-/+1 并重复直到 ft =0 为止， （我 们以对偶形式&-心 < 使用⑴），其 

中4…式是…的部分计数表示 a 注意，本算法的运行时间实际上同仏+匕，即输 
出 fc 度加上输人长度成比例。 ） 

7. 由 ( H ) 的对偶 ， 我们有私…办，，(卜]广 ]_fln … 

8_转置费尔利斯框阁对应于反射和求补二进位串 (15 h 所以 我们可 以简单地交 

换和颠倒诸 p 和诸9,并得到分划6乂… =( 仏 +- +Ar (孓+ … +? 2 )队 ••( 屮广。 

9•由归纳法，如果〜=/-1且 MU ， 则增 加〜和 A 保持相等性。 

10. ( a ) 通过加 w l ”， 得到每个节点的左儿子，右儿子则通过增加最右数字得到。 

这个孩子存在当且仅当父节点以不相等的数字结束 & 〃的所有分划以词典顺序出现 
在 n 级上 a 

o >) 通过把 “ ir 改成 2 而得到左 儿子； 它存在当且仅当父节点至少包含两个 h 
右儿子通过删去一个1和增加超过1的最小部分得到，它存在当且仅当至少有一个】， 
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而且最小的更大部分恰出现一次。所有 n 分成为 m 个部分的分划以词典顺序出现在《 -m 

级上；整棵树的前根次序给出整个的闶典顺序。[特，伊，芬纳和乔+洛伊舟 ( G . 
Loizou), Comp. J. 23 (19m , 332-337, 1 

u . [ zn l /{( 1 - z )( 1 - z 2 )( 1 - ^)( 1 - z ,0 )( 1 - z 20 ){ 1 - z so )( 1 - z m ))=4563, 而且 

匕咖 ](1 + 訏 ^)(1+^^ 卜，（ 1+7 |00 +^°)=7 。 [ 参 见乔， 玻里亚 (G. P<Slya )，AMM 63 

(1956), 689-697 0 1 在无穷序列 1^,(1+z*+f)(l+^*+#)(1+0 + 严 ) 中, /的 系数是 
” - U 而且， m 的系数是 2% 

12. 为证明 (1+ 汉 1+ Z 2 )(1 W -=1/((1 - z )( l - f)d i 5 ) …把左边写成为 

0-g 2 )(1-^)(i-z 6 ) 

( l - z )( l - z 2 ) d - z 3 ) 

■ 

从分子和分母中消除公因式 a 或者，在恒等式 ( Uz >( K )( lW )( t + y ) … =1/(1 - Z 沖 

以 … 代替 : ，并且把结果乘在起 。 [Novi Comment Acad. Sci, Pet. 3 (1750), 

125-169, §47,) 

13. 把分划 q * l+c 2 * 2 + …分成 ^/2j‘2+^/2jf4 + … + vl + q.3 + …，其 

中 电 （Q mo ^ 2) + mod2)+ 4(c^ mod 2) + ." a [Johns Hopkins Univ. Circular 

2(1882), 72.] 

14. 希尔威斯特对应作为一个框图最好理解，其中奇排列的点被中心化井被分 
成不相交的钩。例如，在有五个不同的奇部分，分划17 + 15 + 15+9+9 + 9+9 + 
5+5+3+3通过框图对应于具有4个间隙的全不冏分划19+18+16+13+12+9+5+4+3。 



反之，分成2/个不同部分的一个分划可以惟一地写成形式( 06 』-〗)+(心+卜- 

2)+(a 2 +t z - 3>+(a】+fc 广4)+… +(a 卜 2f+2)+(a,+6,- 2 h4)+( 久+6 … - 2r), 其中> 


a 2 > 


fr <1 ■ 


>a f >tKb)b:> — 它对应于 (2 仏一 I)+"_+(2& - 1)+(2A 


1 H … +(2 A 广 1)， 其中木 + 

w 德尔菲矩形”的大小 . 


■ i- ri 


+ 纪是(办 




f )+ …+(纥 - 0的共辆。^的值实际上是一个 


当 do 时，有关的奇分划是 9+ 丨 ，7 + 3, 7+1 + 1 + 1, 5+5 s 5 + 3+1 



5+1+ 1 + 1+1+ 1，3+3+3+1 ^ 3+3+】+ ] + 1 + 1, + …+!，1 +…十 1，分别对应于不同 


部分的分划 6+4 ， 5+4+1, 7+3, 4+3+2+1, 6+3+1 , 8+2, 5+3+2, 7+2+1, 9+1, 
10. [ 参见希尔威斯特在 Amer./. A/drt. 5 (1S8 2 ), 25 1-330 和 6 (i 883) ， 334-3360 ?； 

著名论文 . 1 
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15. 迹 Jt 的每个自共轭分划对应于 n 分成 A 个不间奇部分(钩)的一个分划。因此 
我们可以以乘积 ( I + z )(〗+ z 3 )( l + z 》 ■”或以和 l + rV(i - t 1 )^ /((I - z 2 )( I - z 4 )) + z 9 ((l - 

h 

z 2 )(l ~z*) (1 - z 6 ))+ …来写生成 函数。 [Johns Hopkins Univ. Circular 3 (1883), 
42-43。] 

16 . 德尔菲方块含 ft 2 个点，剩下的点对应于两个独立的分划目_最大部分因 
此，如果我们使用 w 来统计部分且使用 z 来统计点，我们发现 

_J _^_ v// _ 

1 — wz m o (1 ~ z)(l — z 2 ) … （1 一 z*)(1 _ w^)(I - yvz 2 )^ (1 - ^z k ) 



[这个看起来令人印象深刻的公式是习题19的更令人印象深刻的恒等式的特殊情况 


太气 y 


o a ] 

17. (a)((l+iivz)(l+wvz z )(l+wvf) … )/((1 - uz)(l - uz 2 )(l 一 …)。 


( b ) 




个合并分划可以通过一个广义菲尔利斯框图表示，其 


中我们把所有部分合并在 


起，如果％ 则把％放在匕之上， 


• # 
參 # 





• • 




» _ 





■ 參 ___ 霧 _« 


然后标记每个4最右边的点.例如，合并分划(8, 



5; 9, 7, 5 



2) 有如右框图，且把标记点划作 


t 



标记仅在角落处出现 


•鲁 _ _ • 

# • • • 4 

•命 


因此，转置的框图对应于另一个合并分划，在此情况下它是 (7, 6, 6, 4, 3; 7,6,4, 


I ) 


* 


(参见城市东明和丹 


斯坦顿 (D. Stanton), Pacific J. Math. 127 (1987), 103 


120; 希 


fl 


科提尔 ( S . Corteel ) 和杰 


356 (2004), 1623-1635; 以及雨果 _ 帕克准备3 

论:文 “Partition bijections，a survey ' > 

有£>0部分的每个合并分划这样一来对应于 
而且对于这样的合并分划，生成 S 数是 


洛弗佐伊 (J. Lovejoy ), Trans, Amer. Math. Soc. 
^ 帕免准备发表在 Ramanujan / owmaf 中的 


个 


共轭' 其中最大部分是/ 


* 


而且对于这样的合并分划，生成函数是 (( um ) … （ i + v Z 〃 i ) v ((〖 - 
( vz r + z J ) ,其中 vf 对应于 h = f 的情况，而 f 对应 Tr =0 或化</的情 n 


2) … （1 - n ) 乘以 


(0) 因此我们得到在答案 1.2,6-58 中的 


般 Z 多项式定理的 


个形式 


(1 + uvz)(l + uvz 2 )(\ + « V ； 3 ) ^ (1 + v){I + vz ) (1 + vz l ~ [ ) t t 

(1 -说 )(1 -哎 2 )( 卜 《 Z 3 ) 為 (1-:)(1:?) … ~( i - z f ) WZ 

18. 当给定诸 e 和诸邵 t , 这些方程显然确定诸 a 和诸 K 所以我们要来证明从诸 

a 和诸 I 诸 r 和诸^是惟一确定的。以下算法从右到左确定诸 c 和诸 A 

A 1. [初始化 ， ]fc — 0，而且 A — 一 

A 2+ [转移。 ] 如果/+戶0,则停止。否则如果 A 4厂1 则转到 A 4 a 
A 3 .[吸收〜 ] 置 — 《， d i+j -0, 卜/- I ，并返回 A 2 & 

A 4 ■[吸收匕，】置 < :,- + 广6-<:， d iv ^U j — j - U 卜女+1，并返回 A 2。 | 


也有从左到右的一个方法： 

B1. [ 初始化 。1 置卜 1， j 一 1 ， k*-r-^s, Ka r+l ^h i+i ^- - oo D 

B 2 .[转移。 ] 如果则停止> 否則置卜卜1，然后 如果％ 则转到 

B 4。 
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B3 .[ 吸收心 ] 置 ^_ 广仏， 
B4 .[ 吸收 ]Ec 十广 b ， 


广0,卜/+!,并返回 B2, 

k ， d 十广 U 卜 y+1 ， 并返回 B2 



在两种情况下，转移都是被强迫的，而且得到的序列满足注意， 

c^=min (a 八 i f )f0^i=max (^ M - r - 5+l) c 

由此我们 Li 经以不同方式 i 正明了习题 17 ( c ) 的恒等式。这个思想的推广导致拉 
曼奴燕的“带有许多参数的著名公式”的一个组合证明 & 





W 


n 


乃，一 


T^rl- bz k ^ 


«K 


=SS 



(\- a ^ bi k ){\-a 



W ~ l Z k ^ 


)(1 ~ awz k )(1 - z k+l } 


(1- a ^ bw - [ z k ){ l ~ a ' z ^ Xl - az ^ d - wz ") 


[参考文献：哥*哈，哈迪，拉曼奴燕（1940)，等式 (12.12.2); 多‘泽尔伯格， 

EuropJ, Combinatorics 88 (1987), 461-463; 阿 * 加 > 伊 (A, J + Yee), /, Comb 
Theory (2004), 63-77。]| 

i9ACrelle 34(1847), 285-328。] 由习题 17(c ), 对于 A 提示的求和是 



(z ~bz) ' r (z — bz l ) (1 - w^) 1 "(3 — ^^ t— r 1 — auz m 

(I ~z)"*(l - z r ) (\-auz)-^(\-auz)J !_■[ l-uz m 


而且对于 / 求和是类似的，但通过 


进行 B 而且当6=仙^时，对于女 


和/两者，求和归结为 


Y ，{\^ uvz m ^)(\- auz m ) 

现在令 v-l/(yz), 和 6=>vyz; 把这个无穷乘积同对 / 的求和等置 ^ 

20-为得到川 >i) f 我们需要对以前条目的作近似加或减，而且大多这些 

条目是0(斤)个二进位长的。因此在8(«)个步骤内计算且总的时间是 0(/i 2 ), 

(直截了当地使用 (17) 将花费 0(#) 个步骤 s ) 


21 . 由于 2 二 9( n )z n - (1 + z){\ +z 2 ) … 等于 （1 - f )(1 - 之 4 )… f(z)=( I - z 2 - 


z 4 +^+^- 产-…) P ( z ), 我们有 

q(n) = p ⑻- p(n - 2) - p(n - 4) + p(n -10) + p(n -14)- p(n - 24) 

[也有单独关于9的一个“纯递归' 它类似干在下道习题中对于 007) 的递归 。I 

22,从 (21) 我们有2二冲)之、2 」 mz™ ^z^lnPU) - (z + 2 Z 2 - 5z s - It 1 

+ ...)/(1 - z - : 2 + 之 5 + z 1 + …） & {Bibliotheque Impartial^ 3 (1751)，10-3] ] 


23. 置《=^/和"=2~来得出 


习题答案 


269 




2 (- ■)、丫 ㈣ }/2 
||喔一怎 


/(1-W) 


n^u 

ZCr 

k 


当 13<1 且 >^ 接近 1 时，这些乘法是合法的 & 现在置 vv=l 。 

[ 参见在答案 14 中所引用的希尔威斯特的论文的 § 57 。雅可比的证明见他的专 

著 Fundamenta Nova Theorise Funciionum Ellipticarum (IS 29 ) 的 § 66,：] 

24. (a) 由 （】 8) 和习题 23 t 对所有整数 / 和 t 求和， [r]A(z)=2( ~ D >+t (2Jt+l) 
[3/+y+fc 2 十 ft=2rt] D 当 n mod 5=4 时，所有的贡献有 / mod 5~4$Jk mod 5=2 , 但那么一 
来， (2/c+l) mod 5=0 ■ 

(b) 由等式 4.6,2 —(5) ， 当 p 为素数时， B(zY^B(z p ) (modulo p) c ’ 

(c) BfcJ9(z) =i*(^) a 因为戶 (z) _4 * [Proc. Cambridge Philos. Soc. 19 (1919), 

207-210, — 个类似的证明指出，当 /i mod 7=5 时，夕⑻是 7 的倍数。拉曼奴燕继续 
进行得到漂亮的公式 〆 5n+4)/5=[r ]P(zr fP{z 5 )； p(7/i+5)/7=[z ff ] ( 尸⑴ WF+7 z 
Pizflpiz 1 ) 1 )^ 阿特金 (Atkin) 和斯温纳顿 - 戴尔 (Swinnerton-Dyer) 在 [/Voc. London 
Math, Soc. 0)4(1953), 84406] 中证明，如同由弗 * 迪森 (F, Dysrni) 所猜测的那样 , 
5/1+4 和 7«+5 的分划可以根据 mod 5 或 mod 7 的 ( 最大部分 —— 部分的个数)的分別的 
值，被分成相同大小的类。 一 个稍微更复杂的组合统计也证明，当《 010(1 11=6 时， 

p{n) mod 11=0; 参见弗.杰 * 加尔文 (RG-Garvan )， Trans, Amer. Math. Sac. 305 


(1988), 47-77,] 

23, [通过对于所述的恒等式两边进行微商，4证明这个提示。它是1826年由 



m 


阿贝尔 ( N . RAbel ) 发现的一个漂亮公式的特殊情况 ：^1 


x: 


叫如 Li 孙， [1^) + h(T^) _ ”） 

参见阿贝尔的 〖 fwvrejCompG 纪 j2(Christiania:Gr^ndaM ， 1881), 189-193.] 

(a) 令 / (x>=ln(l/(l - e -")， 然后 J； 1 /⑺ dr — Li 2 (，)" 和 / (fl> W = (-/)V tT 

,所以欧拉的求和公式给出，当卜0时， Li 2 (^)/f + ilp {! y ( l - 

* 2 2 


( b > 我们有2_ >( e — f /；：：： r(z)d2 / /i , 它 求和成 

ZlCI 

\ J+f® 

为 & J^ eU + 1)£0： ) rTUWz 在处的极给出 f (2)" ; 在 Z = 0 处的双极给 
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出 -⑽ HiH + rW-yiu-Ylnh ; 在 - 1 处的极给出 -U _ DUCOhB』〆 


"24 


CG + USU ) 的零值删除了 r ( z ) 的其他极，所以对于任意大的 M ， 结果 


是 In P ( f f )_ t (2 )/f + - ln ( r / 2 Tt )- tf 24 + 0( t M ) 

2 




26 , 令 F0i) = 2：l〆 


k 2 ln 


, 对于所有的 L 我们可以通过 / u ) = ^ 1/ n u > o ] + 


2 


6 xo W M-e 


P/n 


来使用 (25), 因为 2 F ⑻ + 1 = 2 


56 


m 


e 


k 


2 


' 让我们来选择后 


个, 


则对于0=0，如果我们替换 (25) 的右边是快速收敛的 


M 


!im 

Af-*® 



V 2 _' v 、办 = y v f €~ u2(n du 

-«i " ju J!-® 


而且这个积 分是^ 


o 


[此结果是泊松的开创性论文 420 页 h 的公式 (15), 


H 令 g ，^ nl ( it€^ lbl cos — c 然后 J 二 f ( y ) co ^2 nmydy - g lm ^ + g 2m ^ , 所以 

o 


我们有 


/724 


-一 ■ F iiiA—W 

e _ 


m 




发 1 + 友 -l + + ) 


555 


2 




m 


相 ■ — QD 


项发 h + l 和 1 组合在 


起给出 (30) 的第 /i 项 


6 


『参见马 


伊 


克诺普 ( M . I . Knopp )， 


Modular Functions in Analytic Number Theory (1970), 第3章 a 

28, ( a , b » c , d ) 参见 TV ^ ms , Amer. Math. Soc. 43 (1938), : 

默借助于习题 4.5.4-23 的雅可比符号求出的显式 公式: 


271-295 


o 


事实上，莱 






如果 (3m) 


1 - 24 n (modulo 2" 3 ) 


A r ( N ) = (- l ) 


f + i (^ 2 e/2 -- ^ Km 如果 (8 m ) 2 = 1 - 24" (modulo 3 一 ■) 


sin 




f+I j 



A, (n) 

P 


3 \ #/2 4nm 

7l p cos 7. 


如果 (24 m) 

mod p ^ 1 




24 n ( modulo〆 ），p > 5^2 An 



P 


7 \p eil [e = l], 


如果 2 相 mod p = l 且 j > > 5 


(e) 对于 3<pi<.”<p, 和 er"e r 矣 0, 


如果 N 


2 a 3 b p 


P ? , ⑻ #0 的概率 


a 


29un/((l -Zi)(l -ZiZ 3 )"-(l -Zth … zj ) a 
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由此得出， 

数] V144 的整数 


是最接近于 《V12 的整数，类似地， 


是最接近于 


9打[«奇 


fl 


对于 


« 


\ 


和 


的精确公式，不含对于底限 函数的 简化，最先由吉 +弗马 


尔法梯 (G,F,MalfaUi) 求得， jj^Memorie di Mat . e Fis . Societa Italiana 3 (1786)* 


571-663, 沃 * 约 
272-284) 中证明， 


阿 


科尔曼 (WJiA+Colman) 在 [f/iortacc/ Quarterly 21 (1983), 


是最接近于(#+10/1砵10/1 ? -75^?-45/1(-1^)/2880的整数，他 


还对|〗|和|?|给出类似的公式 


32. 由于 


m+n 


< Pin ) ,且相等当且仅当 m>/i 时，我们有 


且相等当 


且仅当时。 


33+分成 m 个部分的一个分划对应于至多 m! 个 合成； 因此(^)<^ ! 




结果, 


p ( n )> ( n - l ) U (( n ^ m)l ml (m 




D !) 


而且当 m=V/iW 5 斯特林的近似公式证明 In 


p(n) > 2^1 n - \nn- 


ln2?x 



34. a } >a 2 >-^>aj>0 ^ R f3? — m+I > a 2 


m+2 > 


> a m > l , 而且分成 m 个不 


同部分的分划对应于 m! 个合成 a 因此，由上一个答案，我们有 


n 




ml\m 


n 


< 





ml 


m 


/ 


[参见汉 • 古普塔 ( H . Gupta )， Proc. Indian Acad, ScL A1 6 (1942), 101-102 e 



r ?=0( w 3 ) 时对于 


的一个详尽的渐近公式出现在习题 3 J .2-30 中. 


30. *(39), ( a ) ； +| 和 ( b )| 了卜 

31. 头一个解[小马歇尔-霍尔 （Marshall Hall Jr .)， Combinatorial Theory 
(1967), §4.1 ]: 由 递归式 (39), 我们可以直接证明，对于存在一个多项 
式 f k An )« n ^/( kl ( k ~ m ^ CKn k - 2 ), 它使得 

第二 个解： 由于（〗 -认. .(]- 其中的乘积是对于满 
足 0</ k ? 的所有既约分数 pAj 进行的，而 (41) 中 f 的系数可表达为单位根乘以《的多项 
式之和，即像这样，其中焱 （《) 是次数小于的一个多项式。 

因此存在常数使得 |:| = ^ + ^2 \ l \^ b v n 2 +0)' + oj'X > 

其中等等。这些常数通过对于小的《的值来确定，因而头两种情况是 


1 

fy 


f 9 


+ 

ft 


3- 




:n 
11 

- 

rv 

118 


7 


2 

7 


- 

2 




- u 


I I I !■1 ii.— 

fl3 


-I! 

114 

+ 

- 4 



2 


/l 
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■ 

35. ( a ) ^ *— In ^ -0.194 4 

(b) x^Un^^\nln2^0.092 ; 一般地，我们 有义 - +(ln 士 - In 】《&) e 

(c) /!«, xdFU) = /q iACu) ^ w = OnC + \nv)€~ v dv - (y -InC) 

/ C -0,256， 


( d ) 类似地， /：, exp (^ e - CT / C)dr = ( y 2 + ^(2)~2 yinC + ( InC ) 2 )/ C 2 

• 1X)656 .因此方差精确地为 32>/C 2 =U 
[概率分布 € ^ a ' J ' ,!b 通常叫做费希尔 (Fisher) - 梯皮特 (Tippett) 分布；参见 Pn?c 

Cambridge Phil. Soc. 24 (1928), 180-i90 a ] 

36* 对于 />( m + r - l )>". > 厶一 ( m + l )> 乂 - m > 1 求和，得出 


2 


i 



-r(r - 1)/2 


r 


p (卜 o 


Of 


a 


a 


r 


s 


! - a 


a 


2 


a^iUOin 


i/2+2* 


)) + E 


a 


n^ V2 n， 1/2 


n 


U 2 


a 


la 


-2 


a 


r 


exp(-Crx + 0(rn^' ul€ )) + E 


其邮是 考虑⑽ ' 的情况的误差项，前导因式一狀叫)是会 . 

而且容易验证 fcCK 沙〜^)，即使我们使用祖糙的上限 <r ,因为 



其中 AT « Q(yfn),x = Q(n £ )^r = 0{ logn) 


37, 这样一个分划在 L 中被统计一次，在 S , 中被统计9次，在 L 中被统计(1> 
次……，因此在以 (- iy ： L 结尾的部分和中被精确地统计 


当 r 为奇数时，这个计数至多为‘，而当 r 为偶 数时它至少是心。[一个类似的论断 
表明，习题 113-26 的推广的原理也有这个分类的性质，参考文献：卡 ■ 博恩费 


尔罗尼 （ C-Bonferroni ) ， Pubbiicazioni del Reale Istituto Superiore de Scienze 
Economiche e Commerciale di Firenze 8 (1936) ， 3-62 。 


38 严十二 ^ ( 1 _广 1))0 

39* 如果 0£= A … 1 是至多有个部分的分划，如果 令/⑻：如 ，否则令 
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/( a)=min { j \ a ,> 令於是对于满足 /( a)>fc 的分划的生成函数满足 /( Of )= fc <® 

的分划以不等式 

4 > A > … >a k > a } -1 >oc frH > …> ^,!=0 

来表征 & 因此4 +/+ l )(6 1 + l )_ H l + l ) ft 4+| H 丸，其中 /{ fc ] …而且 

其逆也为真，由此得出於 

[参见 ■/■ MarA . 5 (1882), 254-257。】 


40 ，邮⑴：…__ 〆)(！_，)） fl 这个公式 

实质上是习题1 .2.6-58 的:项式定理。 

4 L 参见杰_阿尔默克维斯特 ( GAlmkvist ) 和乔，埃.安德鲁斯 ( G . E , 
Andrews )* /, Number Theory 38 (1991)、135-144。 

42.阿 * 弗尔希克 ( A . Vexshik )[ Fwrtc"Vmaf Anal . Applic . 30 (1996), 90-105, 定 

理 4 J ] 已经指出公式 




€ 







-r(G 令的 


■ 

~eak / V « 



其中常数 e 必须选择为啸3少的一个函数，使得这形状的面积是 I 如果 0< p <2, 则常 
数 c 为负，如果0炉>2则 c 为正。 当邮 =2时，这个形状就归结为一条直线 



如果 P 00 我们有 c = jU 2 ( t ) ,其中 r 满足 

43. 我们有〜>〜>〜>& ,当且仅当共轭分划包括部分 I , 2,…， t -〗 的每一个至 
少一次。这样分划的个数为〖)/2);这个总数包括对于〜=0 
的卜种情况 q 


44, 假设; i >0 P 带有不相等的最小部分(或仅有一个部分)的个数为 

即不以1结尾的 / i + l 的分划的个数，因为我们通过改变最小部分而从后者得到前者. 
因此答案为2/7⑻ _ P 0*+1)。 [参见鲁 4 约 • 博斯科维奇 ( R . J . Boscovich ) , Giornale 
de^etterati ( Rome , 1748)，15, 其最小三个部分相等的分划数为 3 p ( n )- 〆 《+】）- 

2 p (^2)+ p (^3), 关干最小部分的其他限制的类似公式也可推导出来 。 J 

45, 由等式 (37), 我 们有 〆 /! -]) ip { n)^\-Cjn %( C 2 f + 2 j )/( 2 n ) - (8 C 3 /+60 Cf + 
C _/+ 1 2 C - 1 jy ( 4 Sn ^)+ 0 (/ n^) a 


46 .如 ^ oU n ( n ) 


S 


p(n - 1)- p(n - 2) < p(n) - p(n-l) 


O )。 因为爾 -帅 一 i ) 


是不以 1 结尾的 《 的分划数；如果我们增加最大的部分，则每一个这样的 n -1 的分 


划生成对干 n 的分划 B 但差别是相当小的： ( T 2 r Xn )- T 2 f ( ft ))/ p ( n ) - C 2 n ^ O ( n },2 ) , 

47-在这个提示中的恒等式由对 (21) 求微商 得到； 参见习题22,当€ 3 +2^+… 
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时，由对《的归纳法，得到部分计数 tv - c rt 的概率是 

阶, “.O Pr(c, … c *-_ (c * -力 w c «) 



[Combinatorial Algorithms (Academic Press , 1975), 第 10章 。 j 

48. 在步骤 N 5 中 j 有一个固定的特定值的概率为而且的平均 
值的阶为士。在步骤 N 4 中所花费平均时间为 0( n ), 因此平均运行时间的阶为…夂 

(更精确的分析将是合意的 。 ） 

4100我们有/^)=^6(0,其 中厂⑵ 是对于其最小部分为>&的所有分 

划的生成函数 , 即 I /(( 1 - /)( 1 _ 广 1 >_ U 

( b ) 令 /* ( n )~[ z a ] F k ( z ) I p ⑻， @ H / i ( rt >= l ； Mn)-l 一 p(n - l )/ p ( n )^ Cn Mlf 2 +0 (n l ); 

/ 3 ( nMp ( n )- p ( n - l )- p ( n - 2)+ p(n - 3)) ， p ⑻ =2CV_+0(/T ， ; 而 g/ 4 ⑻ =6C'#r 拉 

+0 (n 2 ) 6 (参见习題 45) 结果是九 _:); 特别是 /； ⑻ =0 (n 
因此 /；( n )+ … +/ fl («)=0( O , 因为 </；(/!). 

把每样东西都加在一起得到 w ( z ) = p ( n )( uc/A + o ( rr 1 )) 。 

50. ( a ) 当 0<*< m 时，由归纳法 ( m + A )= c ffl .- t + k )-^ c m ( k)=m - l - 

A + c ( fe)+U 

( b ) 因为对于 0 < k < m 、 ^ m 〆 大）， 

( c ) 当时，算法 H 实质上生成 m 的分划，而且我们知道是在刚生成的 
分划的共轭中的最小部分一除非当时，在其共轭仅有一个部分的分划〖… 
1之后 。 

( d ) 如果 a 的所有部分超过 I 则令 《 b + l j 对应于 cr ( jt+lh 

( e ) 对于其第二个最小的部分 X 的所有分划，生成函数 G t ( z ) 为 U + … ] ) 
( zHF k ( z )- Z k J ( i - Z )= F ^ ( z )/( 1 - Z ) 9 其中心⑺在上题中定义。结果 C ⑵ =( f ⑺- f 

( i))K 1 - z)+z n 、- z )\ 

(0 我们可以如同在上题中那样证明,对干5, [r ] G k (n ) ip ( n )^0 {n ^); ffi 
此 c ( m )/ p ( m )= l +(9( m '^)。 对于小的 m , 比值 ( c ( m )+ l )/ p (/ n ) 很容易计算，在 m =7 时它 
达到 2.6 的一个极 大值、 而后，它就稳定地减少 4 所以严格地注意渐近误差的界将 
完成这个证明。 

注：伯-弗里斯梯特 ( B , Fristedt ) t 7 Wmsdmer - Afart , foc , 337(〗993), 703-735( 

在给出其他结果的当中还证明 f , 在 〃的一 个随机分划中 A 的数目以渐近槪率大 
于 Cx 4 n ^ 

52.在词典顺序下，个64的分划有13;而当中的 pr | 个有和 

a 2 <10； 等等。 因此由这个提示，在词典顺序下分划14 11 9 6 4 3 2 l i5 前边恰有 
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p (64)_ 1000000个分划，使它成为在颠倒词典顺序下的第100万个， 

53. 如同在上题中那样， 100的問个分划有〜=32和化<12, 等等。因此，按 
词典顺序其中 1=32 的第 100 万个分划是 32 13 12 8 7 65 5 I 12 . 算法 H 产生它的共轭, 
即 20 8 8865433332 1 L \ 

54, ( H ) 明显地为真 a 这个问题恰好是一个准备动作。 

( b ) 真的，但不那么明显^通过考虑费尔利斯框图，以及当纭< 时的等式，如 
果 Y = ，当 ; K <时，我们有 

〜+…+〜+沒：+”^+以<； n^kl 


因此如果 at 而且对于某个/, a 卜… + a ;> b ; + … + b ; ， 当 *=6/ 时,我们有万+ 

ki = b 、+… b ; ~ < fl ]+ … + a * + a : +…+ a ; < n + k ! ， 矛盾。 


( c ) 如果是一个分划，递归式 c*=min ( a 〗+ … +g* ， _ ( c a + … + tVi ) 
显然定义一个最大的下界0而且它是的，因为如果 f 4 …… +4,我们有0< 

usa wm ■ ■ ■■ mm vm ■ ■ _ _ ■ ■> ■ wm wm 

b ^ Xminia ^, b t +[ ^ b ^-^ b k - a , - a k )=^ +3 - 

m 

( d ) avjS -( a r A^ r ) r 0 (双重共轭是必要的，因为类似于部分 ( c ) 中的一个面 
向极大的递归可能会不成立， ） 

( e ) 有 max (/, 部分而 o ; V )3 有 min m ) 部分(考虑它们的共辆的头一个组 

成 )， 

( f ) 通过部分 ( c > 的推导，对于 C ( A 0 为真。对于 aVp 为假(尽管在图32中为真 K 

例如， （17 16543 2) V (179 87 6)=(17 16 5 5 4)。 

参考文献：托 ■ 布里劳斯基 ( T . Brylawski ) ， Discrete Mathematics 6 (1973)， 
201-219 。 

55.⑻如果 cth J 3 而且 ct 匕 y 亡芦其中 r 則对于除大=/和灸=/+1之外的 

所有 A , %+ …… +0=4+—+匕；因此 a 覆盖0，由此 f 覆盖 

反之，如果 at J 8 且 a # 化我们可以求得於，使得 ah y 或 y 7 卜 a ' 如下: 
求满足 > 匕的 最小的 fc, 以及满足 A > a , + i 的最小的如果 a ,> a , +1 + i , 通过- 


[ fc <!+[*:=/+1] 定义 pctv 。 如果 a ;= A + l + l , 求满足〜_>〜 +| 的最小的/、而 [ i 如果 a f 

> a r+l +l ，令 q = a t - ，否则 c t =〜 -[*=/] + [ A =/'+ l ], 


( b ) 如同在 (15> 中那样 


考虑 a 和办为 / t 个 0 和 w 个 1 的串 & 则 at -(3 当且仅当 a 



而且 f 卜 Y 当且仅当其中表示用 〗 ot ， oi 代#形如 oimo 的子串， rf 5 


表示对于某个？ > 0,用100# 01来代替形如010的子串^ 

(<0 — 个分划至多覆盖…> 2】个其他的，在〜=1的情况下， 


分划 - l >( n 2 - 2)(/ i 2 - 3) …21使这个量成为极大。对于‘> 2的情况给不出 

改进。（共轭分划，即 2) …21_,就 是这个 样子，因此， a 和 Y 也被其 

■ 

他的极大个数所覆盖 g ) 

( d ) 等价迪，^的连续部分至多相差1,而且最小部分为 U 边界表示没有连续 

的 U 
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( e ) 使用边界表示和用关系 - 来代替卜。如果 0 -%和 a - 则我们可以很 
容易地证明一个串 J 8 的存在，使得％ - J 8 和 仏 例如： 

、 ioi fl oiirio 、 

oii g ion r io lomoiroi. 

^ oiimoroi ^ 


令如 ft 卜…卜艮，其中氐为 极小。 那么,通过对于 max ( fc , fc _) 的归纳法，我们有 

和％=久；而且 t =/«和0^ = A 4 

( f ) — 然后重复地置 / J - f 直到尽为极小为止，并使用任何方便的分 

划 f 使得 J 3 卜所需的分划为 


证明: 


令是在部分 ( e ) 中的公共值,我们必须证明 at 0意味着 


^(«) h fid 对于 OCj < h 有一个序列 a = ot 0 ，…私：/?，其中 a 广〜或 a , 40^+1, 
如果 a 。— oe m 我们有#(句=舛00;因此只要证明 o ^> j 3 和 a — V 意味着 y 匕 | u ( j 3) 即 
可。但我们有，例如： 


oio^ioirio 




ioo f onrio 


oio ff noi r oi ->= owHooiroi 



/ 


loonoiroi 


因为我们可以假定 c > o ; 而且其余情况类似^ 


( g ) A „ 的诸部分是，对于 l < fc <%，〜=〜+ Ud ]- it ; 人/的诸部分是，对于 


l < fc < 〜， h k ( f ) 的算法在卜 3 +| 卜卜 ) 步之后从 n _ 达到 A /， 因为 


每步使 2%- S (% + l ) 加1。 


( h ) 当 n >3 时，长度为 2 n -4 的通路〜 （"-1)1, (n - 2)2 , («-2)11, («-3)21, 

…， 321- 5 , 31-\ 22 V ~\ 2 V ~\ 1" 是最短的。 


可以证明，最长的通路有 m = 2^ 卜％( 乇 -1)步 & 


对于0<)</，一个这样的通 


路有 Oo, … 爲， … .”, 0 ^ 的形式，其中 a t =K ; a!=A/; a ， >- a >]0 而且对 


于 fc < jcm , a T J+] y aj 9 


参考丈献 ：卡. 格林 ( C . Greene ) 和丹 . J * 克莱特曼 (D LKleitman ) , EuropJ . 
Combinatorics 7 (1986), l -10 o 

56 ‘ 假设和 — 以下(末优 化的) 算法应用习题54的理论来生成 
在协词典顺序下的分划，并且维持 " 以及…匕3 为求出 
的后继，我们首先求出能增 加卜的 最大的然后，我们有 0=匕 ……3 

入、 因此所希后继是 Fa …此算法维持辅助表~ \ …叫以及 

f / ^ Wy + W ^ } +-* ? 其中入 7 ：^]%…。 

Ml * [初始化 0 ] 置？ — 0， k ^- u ^ 对于 J _= l , … . m , 当 w j + l < fc 时，置 G — ? —夺 + j _ 和 

k — k 一 t 。 然后再次置穿 — 0 ， 而且 对于/ = 1 ， …， m , 置 七 -Vp 3广 q-q 十 a ” 
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然后再次置 r -0, 以及 fc — i ^ a ,。 对于/ 


m, 当〜, <4 时置 匕 



t 


r k 




g+j , 以及& 


k- 


£■ 


最后置 f 广 0, b 广0 ， b 


1 


一 i 


b 


M 2. [访问 ，] 访问分划〜…‘和 / 或它的 共轭匕 … 

M 3 .[求 / fl ] 令/是 使得〜 ,>( + ,和6 ; 的最大的</的整数。如果/=0则此算法结 


束。 

M 4. f 增加卜 ] 置 jtU ， k ^ b n b } “ fc + J 且〜广 A 以前的值是/- J 。 

现在使用实质上是习题 54( c ) 的方法，我们打算更新〜…〜来在歹 W +1. 

7+2,…分布 T 个点。） 

M 5.1 多数化 .] 置 z — 0,而后对于/=1，…， i , 做以下工作：置 nt /，） … 

min ( n >, fly *-y - z *- y \ 如果 /=1 ，則 賢/一 7 ? — a ] 和 g — 0; 如果 j ’>1 ，当 

时置 < - i ，% n+i - 1 ， p — p - l 最后当 /时， 

r P n + k , p — p_U 返回 M 2。 I 


57 .如果； U〆， 显然仅有一个这样的矩阵，它实质上是 A 的费尔利斯框图.而 
且条件 A 3〆是必要的，因为如果〆=匕& 2 …，我们有 M.“+h=min (c H fc)+min ( c 2 , 
幻 + …，而这个量必定不小于在头*行中1的个数。最后，如果有对 f A 和^的一个矩 
阵，以及如果 A 覆盖〜 通过从任何特定的行把I移动到有较少的1的另外的行，我 
们可以很容易地构造 a 和#的一个矩阵。 

注：这个结果通常叫做盖尔 (Gale)- 赖泽 (fcyser) 定理，这是因为由戴 * 盖尔 

[Pacific J r Math, 7 (1957), 1073™ 10821 和赫 * 约 ■ 赖泽 [CVmarfiwi 人 Math. 9 

(1957)， 371-377] 的著名文章所致。但是具有行的和为 A 和列的和为的 0- 1矩阵的 
个数是在初等对称函数…的乘积中，黾项对称函数…的系数，其中 

C =|^](1+*^)(1+¥)(叫2)〜 


在这个范畴中，这个结果至少自 20 卅纪 30 年代以来就为人所知了。参见在 [/Voc. 
London Math. Soc. (2)40 (1936), 40-70] 中关于 FL ⑴ (1+uO 的约 .埃， 里特伍德 

的公式。[凯利在 /Vu7 仍叩 A/cd 7>a 即+147 (1857), 489-499 中更早得多地证明了， 

词典顺序 A <矿是必要的。】 

58. [罗富 * 缪尔黑德 (R.F.Muirhead), Proc, Edinburgh Math. Soc. 21 (1903), 
144-157。1 条件 a 匕 JS 是必要的,因为我们可以置： r_ = …和 = U 且 
一。 它是充分的，因为我们仅须当 a 覆盖雖 n 正明它，然后，比如说，如果部 
分 (a,a 2 ) 变成则左边是右边加上非负的量 



[历史注记：缪尔黑德的论文是现在叫做多数化槪念的最早记载$不久之后， 
马奥.罗仁兹在 ()2war/erfy Publ , Amer . Stat . Assoc . 9 (1905), 209-2] 9) 上给出 ‘ 

个等价的定义，罗仁兹对于测定財富的非一致分布感兴趣。还有另外一个等价槪 QM 

念、由伊， 舒尔在 (Sitzungsberichte Berliner Math. Gesellschaft 22 (1923), 9-20) 上 
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系统阐述。“多数化"是由哈迪、里特伍德和波利亚起的名字，他们在 ( Maw 叫打 
of Math. 58 (1929), 145-152) 中确定了它的最基本性质，参见习题2+3儿 5-17. 由 

阿.瓦.马駄尔 ( A . W . Marshall ) 和英* 奥尔金 ( I .01 kin)(Academic Press , 1979) 所写 

的一本杰出的书完全专注于这个课题， | 

59. 对于 L 2, 3,4和6的惟一通路必定有所指出的对称性 D 对于有一个这 
样的通路， BP 11111, 2111, 221，311, 32, 41, 5,对于/1=7,有4条这样的 通路： 


1111111,211 til , 22111,2221,322, 3211,31111,4111,511,421,331,43, 52,61,7 


1111111,211111,22111,2221,322,421,511,4111,31 IH , 3211,331,43, 52,61,7 


1111 111，21 1111， 31 111， 22111,2221, 322, 3211，4111，421，331，43, 52,511， 61,7 
1111 111,31111, 22111,2221,322,421， 411 1,3211，331,43, 52, 511,61，7 


没有其他的了，因为对于所有 8, 至少有两个共轭分划存在(参见习题 16 ) n 

60- 对于 i <6, 6), 使用 (59); 否则在每一处使用 C (4, 6>和1/ (3, 5 ) fl 

在 M (4, 18) 中，在443322和4432221 之间插人 4 M 222, 444221 K 
在 M (5，11) 中，在62111 和6221 之间插入52211，5222。 

在戰 20) 中，在5552111和555221 之间插入5542211，554222, 

在 A /(6 .彳 3) 中，在62221 和6322之间插入72211，7222, 

在/：( 4 , 14) 中，在43322和432221 之间插人44222, 44221 U 
在以5, 15) 中， 在532111 和55221 之间插入542211，54222, 

在1(人12)中，在721 n 和7221之间插入62211 , 6222. 

62. 对于 rt =7, 8和9，除 f 两种情况，即 a =8, m =3 4 a =322 1 和 / i =9 , 
m 432 外，命题成立， 

64•如果 / i =2、. 其中 9 为奇数，令叭表示分划(20%即4个部分等于对干 
«>0,递归规则 

S(n)=B(n- l)M,2«F(n/2) 

其中2 x S ㈨ 2) 表示加倍 B < n /2) 的所有部分(或者如果 R 为奇数则使序列为 空)， 定义 
一条令人愉快的格雷通路，如果我们令 B (0) 是0的惟一分划，則此通路以 ovJ 开始 
并以％结束。因此 

S ( l )= l , B (2 )=ll 2, B (3)=2 h HI , 5(4)=1111,211,22,4 
在这个序列所满足的重要性质当中，以下事实为其中之一，即当〃为偶数时 

ff ( n ) ^ (2 x B (0))1\ (2 xB ( l )} r ~\ (2 x 丑 (2)) r ， 4 , …， (2 xB ( n /2 ))f 

例如 

执 8>= mUlll ， 211111 1,22 m 1， 411 1 U 4211,22211,2222, 422,44, 8 

当^1>2时，以下算法无循环地生成 S (/0: 

K 1, [初始化 & ] 置 c 0 — Po — 0, p 广 h 如果/!为偶数，置否则令 

l =2^ t 其中句为奇数，并置 c 广 U p 2 ^ 2 \ /“2。 
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K 2, [偶访问， ] 访问分划⑺… （现在 0—+^为偶数。 

K 3 .[改变最大部分。]如果 q = l , 把最大部分分开；如果 P , ^2 Pl 





2, 


p ,/2, 否_置(： 




分；如果 c , 


c ,_«+2 


I 




但如果 ou 则合并两个最大部 


2 


置 q 


P 


2 P 


1 


否则置^ 


c f 一 2 ， c 


J+l 


1 3 P 『.I 


2 P " 


f — f + 1 * 

K 4, [奇访问，】访问分划/ A ' (现在 c ,+ … + c t 为奇数， ） 

K 5 .[改变次最大部分 .] 现在我们希望来应用以下变换：“暂时删左为偶 
数 I 个最大部分_然后应用步骤 K 3. 然后恢复被删去的部分，更精确地说， 
有9种情况： （ la ) 如果 q 为奇数和 r = l , 則结束。 （ lbl ) 如果^为奇数， c t 

而 RA -〗=2 a - i ， 則置 c ,_ 广 G - i +2* c 卜广 c ” Ph — p ” 卜卜 1; ( lb 2> 如果 c , 

为奇数， c 卜 _=1 ，而且 p 卜 〆 2p f - 3 则置广 2, p 卜 '—p 卜 / (lei) 如果 c f 为 

奇数， 而且=2/?, — !，则置 c,_,—q + 1, p t -广 p t ， 卜 f -1; ( lc 2) 如 

果 A 为奇数， ^-.=2, 而且 A 砵 2/ v " 则腎 c r _ 广1， p 卜广 2 p 卜” ( Idl ) 如果 c f 

为奇数， c ^,>2, 而且 p x =2/ v " 则置 ( ld 2) 如果 r f 
为奇数，02, rfn ^ Lp , 则置 q +1 ” c ,， c , — 1， p t - 2 p f ,, 

c 卜广 c 卜广 2, 卜 ffl 。（2 a ) 如果为偶数， M . p t =2 p t _,, 则置 c f - c r - U c f l 
^ c iM +2 0 (2 b ) 如果 c , 为偶数，且 a 申 2 p 卜 '， 则置 — p^ x - p f , q -2, 

p ^ p , /2, 卜 f+U 返闽 K 2 fl I 




l 当在一行中实施两次时，在 K 3 和 K 5 中的变换对它们自己实行返工。这个构造是 
由托-科特哈斯特 ( LColthum ) 和迈，克里比尔 ( M . Kleber ) 在有待发表的 “A Gray 
path on binary partitions " 中给出的，欧拉在 1750 年曾在他的论文的 § 50 中考虑过 

这种分划的个数.】 

65. 如果 〆 是 m 的素因子分解，则这样的因子分解的个数是 /?( a) … 〆 
而且我们可以 $ n = max ( t ， …，匕） 6 其实，对 f 满足0<& < p { e k }的每一个 r 元组 
( jt , ，…, 1), 我们可以令 ' … fW 中〜… 〜是^的第个分划于是我 

们可以同分划的一个格雷码一起使用一个反射的格 雷码。 

66, 令 a ， …〜是满足特定不等式的一个 m 元组。我们可以把它排序成非递增的 

次序〜 其中如果我们要求排序是稳定的，则排列 A …‘是惟一确定的。 

参见等式5-(2% 

如果 y y fc ， 我们有％ >4，因此;出现在排列 a … a 中 a 的左边$因此 — 〜 是 
由算法 7.212 V 输出的排列之一。而且，当4=〜且 /< fc 时、由稳定性， j 也将在 t 的 

左边。因此当是一个 "下降 ”时，气严格地大于 

为生成〃的所有有关的分划，取每一个拓扑排列 A 并生成 《_ r 的分划 wa . 
其中/ 是々… 〜的下标(参见 5丄1 节对于 賓广 h ， 其中^是在 A 
…心中^右边的下降个数 。 

例如，如果 V x m =3 14592687,我们要来生成 满足〜 > A > q q >〜> 叱> 
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〜的所有情况。在此情况下， /=1+5+8=14; 所以我们置 & 




只 +2, a 2 ^y^l 




a 


兑 +3 ， o 4 




y 3 +2 ， a,-y 4 +2, ^^>^+1, a 






h+UUSA-h+h 在习 


團 


29 的意义下，广义的生成函数 2 J ._. z ^ 为: 


1 3 2 2 2 

石 I ^2^3^4^5 ^6^8 


(1 - z 3 ) ( 1 - z^Kl- z 3 ^z 4 )(I - Z 3 Zp 4 Z5 ) … (1 - Z^l^Z^Z^Zf) 


当〜是 任何给定的偏序时，对于 u 的所有这样的分划，通常生成函数因此 
是 2 ： z— /((I -zKl) … (1 -f )) ，其中的求和是对干算法 7212V 的所有输出 a® 行的。 


[ 关于这些思想的重要扩展和应用，参见理 


彼 


斯坦利 ， Memoirs Amer 


Math. Soc. 1 19 (1972) 


关于由顶向下分划的信息，也可参见伦 


卡利兹 


(L.Carlitz), Studies in Foundations and Combinatorics (New York: Academic Press, 

1978) 、 10M29,] 


67 , 如果肝 


心其中所有因子 9 


仏都 > 2 ，我们得到一个完美分划{(分 


0 


1,0?: 


1) * 




1) ■ q 咖 … Aq r 


1) * n 



,该分划以一个明显的方 


式对应于溫合进制记号 。 ( 这些因子％的顺序是重 要的。 


反之，所有完美分划都以这种方式产生出来。假设多重集合 A/=U 


1 


^ P 


k 


pj 是一个完美分划* 其中凡 則对于 


我们必须有 P, 


(K k + I ), 闶为 P , 是 M 的一个子多重子集的最小和 
子多重子集。 


M 不是 {A, 


Pu 


» s 


、 K 


〜 ] 的 


具有最少元素的 n 的完美分划山现当且 f 又当所有的 a 是素数，因为每和 


分 >1 时， pq- \>{p 


分解 2 


2 


3， 2 


3 


1)+(9-1) 

卜2和3 • 


2 


因此，例如， n 的极小完美分划对应于通常的因式 

1 2,j 参考文献 ： Quarterly Journal of Mathematics 


21 (1886), 367*373 


68. (a) 对于某个 f 和如果 a+1 則我们可以把改变成 {a,+ Uf 1 }。 


由此使乘积增加 a 广 a 广: 

乌廷格 (L.Oetd tiger ) 和约 

19 (1860), 117-118.] 


一 1>0 


0 


因此仅在习 


園 


3 的最优地平衡分划下山现最优。[路 


德比斯 (J*Derb^s) ， Nouv, Ann, Math, 18 (1859), 442 ； 


(b) 没有为 1 的 部分； 如果 & >4, 我们可以把食改成 2+(d 


2)而+减少乘积。 


因此我们可以假定所有部分为 2 或氕通过把 2+2+2 改成 3+3, 我们得 到一个 改进 , 
因此至多有两个厶因此当《 mod 3 为 0 时，最优是 3 〜 3 ; 当 rt mod 3 为 1 时 ，4 3 1 - # 


3 ,tt 


4)/3 


2 


2=(4/3 


4/J 





D 


当 》mod 3 为 2 时， 



2j/3 


2=(2/3,3，[奥 


梅布纳 


(O.MeiBner), Mathemaiisch - naturwissenschaftliche Blatter 4 (1907) , 85 


69. 所有 rt >2 都有解(〜 2, 


■ 9 


I* 


1). 通过以 S 




■. « 


</ V 时置 s 心广 0( 其中 a 


xr-x f 




b=x l + m ^ +jc f — t — l 



开始，以及每当敁 -a 


以及《>1)， 


>JC , > 


我们可以“筛出 


的其他情况， 因为 


^x t +(ak -b - t 


I)=fex 


1 


□ 


仅当 


(xn 


1)JC 


( a + … + jO < jv -耐， 才需要考虑序列(心 




, x t h 我们也可继续减 
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#使得〜=1。这样一来.当 AT 初始为 2 W 时，仅仅 (32766, 1486539, 254887，1511, 

937, 478, 4) 序列( X ,,…， X , ) 需要加以试验,而仅有的幸存者结果是2, 3, 4, 6, 
24，114, 174和444,[参 见恩. 特洛斯特 ( E / Trost ), Elemente der Math. 11 (1956)， 
135; 迈 * 米希尤里维奇 ( MtMisiurewicz ), Elemente der Math ,21 (1966), 90] 

注： 当 / V - 00 时，不大可能有新的幸存者了，但需要有新的思想 来把它 们删除 
掉，最简单的序列(4,…， 4)=(3) 和 a 2), 已经排除满足 / imod ^ O 的所有>5的《; 

这一事实可以被用来把计算加速6的一个因子序列 (6) 和 (3, 2) 排除剩下的40%(即 

■ 

悱除形如 5 fc - 4和 5 A -2 的所 有幻； 序列(8)、 (4, 2>和 (2, 2, 2) 排除剰下的3/7;具有 
的序列意味着1必须是 素数； 其中 A …; c , 4的序列排除 /I mod (2^ 的大约 

P ( r ) 个剩余；其中…是 r 个不间素数的乘积的序列将排除 n mod (々… 七 ，) 的大约 

ra ; 个 剩余， 

1 每一步把《的…个分划变成另一个，所以我们最终必须达到一个重复的循 
环。许多分划只不过是对干费尔利斯框阁每个从东北到西南的对角线执行一个循 
环移位，把它 


Xi X 2 ^4 3 Cj 工11 3^16… Xe 3：10 $15 定21 + 

^3 ^5 Xg X%2 Xu X23 …. 工 2 疋4 无 11 Xifi … ■ 

X 6 Xq X 13 X24 ^31 -- ， 工 5 怎 S 2 ： 12 ^17 尤 23 怎 30… 

从 ^10 ^14 ^19工过 丈 32 a ?40 > - 改变成；办戈 13 Xu X24 X31 怎 39 …； 

X 1S 怎 20 ^26 忑 33 :41 工 50… ^14 怎 19 ^25 工 32 ^40 ^49 - * - 

尤 21 ^27 X34 工 42 黛 51 Xgi * . . XjO ^26 幻 3 ^41 XfiO … 


换句话说，它们应用排列产(1)(23)(456)(78910)…到诸单元。仅当 p 在上 面的个 
点处引人空单元时出现例外，例如，当; r u 非空时，&可能为空 4 但通过把顶部的 
行下移，我们可以得到正确的新框图。在对这样一些情况应用 p 之后，把它排序到 
它适当的位置。这样一种移动总是减少被占用的对角的个数、所以它不能是一个 
循环的一部分 * 因此每个循环完全由 p 所组成。 

如果在一个循环的分划中，一个对角的任何元素为空，剩下一个对角的所有 
元素必 为空。 因为，比如说 々为 空，则重复应用 P 将使 七相邻 子下一个对角的每个 
单元因此，如果对于《 2 > & > 0的 n-(fj + d 循环状态精确地是有 
心 _ 1个完全填满的对角和在下一个对角的1个点 & [这一结果是由约 ■ 布兰特 
( J . Brandt ) 给出的， Proc , Amer . Math ， Soc . 85 (1982), 483-486 0 问题的来源不清 

楚;参见马丁 •加徳纳， The Last Recreations (1997), 第2章，1 

71,当 / i = l + ..+ m > l 时,起始的分划 ( w -1)( w - l )( w -2) …211从循环状态算起 
有的距离，而这是极大值 & [井草洁， Math , Magazine 58 (1985), 259- 
271;格，埃添尼 ( G . Etienne )， 丄 Comhin . Theory A 58 (1991), 】81，197。|在-般 

情况下，格里格斯 ( Griggs ) 和何志昌 h A /? 〆 . MafA . 21 (1998)， 205-221] 

猜测，对所有的 n > l , 到一个循环的极大距离是 max (2 n +2 - 〜， 
^^+1))-2^; 对于 fi <100, 他们的猜测已得到验证 . 而且，当 a =2/ vK -1，0, 2} 
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时，最坏情况的开始分划看来是惟一的。 

72, ( a ) 对于的每一个分划 ct , 把在分 + fc + ci 中 t 的第/个出现同在 A 

中_/的第 t 个出现加以交换。例如，当时，这些交换是 

6 51， 42， 411, 33， 321, 3111， 222, 22 U , 21111, 111111 

■ 

a bl f fg, clg, hi, jkl, dlkh, n2i, m2In, e1 mjf # ledcba 

( b ) p{n - k )^ p(n - 2 k )^ p(n - 3 k)^- a [阿■霍* 马 _ 霍尔 ， AMM 93 (1986), 
475-476], 

7.2.1. 5 节 

L 每当在步骤 H 6 中 m 被置为等于 r 时，把它改回成 r - K 

2丄1*[初始化，1对干置和 并置 h ， n ， 1-1, 并把4置 

为任何方便的非零值。 

L 2_[ 访问 。 】访问通过^和 A , …仏表示的/块分划 ^ (对应子这个分划的限制 

增长串为 A …队 <■) 

L 3 .[求/。]置卜 w 然后当 （=0 时以及卜 f-h 

u , [把;•移到下一块, ] 如果/=0则结束 6 否则置卜七+1, & d 如果 

k - ty 则置 r *- f + l 且（一0;否则置 [— 最后置 j , 

L 5. 【把 /+1，…， II 移到块1。1 当； </ i 时，置卜 〆I ， - h [y a , 一0以及 / i 广;■，返 

回 L 2 & | 

3. 令 t ( A t / i ) 是满足如下条件的 串〜… a 的个数：即对于0<^ < 

l + max { t - 1, a lt - , a hl ); 因此， r ( k , 0)=1 , r (0, / i )=^ , 以及 《}= h(/; T «- 

t n - . [斯，吉 _ 威廉森 ( S . G . Wimamson ) 把 « «) 称作 H 尾部系数"； 

参见 S/COMP 5 (1976)， 602-617, 1在一个给定的限制增长串+…&之前,由算法 

H 生成的串的个数是 2 k < vr (^ T / z - 力， 其中夂 = I + max 从，…，斗,)。在尾部系数的 

一 个预先计算的表的帮助下，向后工作，我们发现，当…… 〜 =010220345041 时 
这个公式产生 999999, 

4. 以在图库中对应的出现个数为 下标， 每种类型最普通的代表是 zzzzL , 

ooooh 釦 xxxixj, xxxii 0t ooops 0J llala 。， eeler &l iittJL 。， xxiii 。， 

ccxxv 0f eerie : , 1 lama^ xxvii 0 , oozed 5 , uhuuu 0 , mamma" puppy 
afiana 0 , hehee 0 , vivid 15 ， rarer 3 , etext M amass 》， again 137f ahhaa 0l 
esses^ teeth 川 yaaay 0 , ahhhh" pssst 2 ， seems” added s , lxxii Q , 
books ⑻， swiss lf sense lff , eneded 3f check … ， levels, tepee,, slyly s ， 
never 1S4 , sells &? motto 21f whooo 2l trees 184 , going]” ， which iSi , there 174 , 

three!, their 肺， 


(参见索.戈罗姆布， Math . Mag , 53 <1980), 219-221, 只有两个不同字母的词当 
然很稀少，带有下标0的这里所列出的18个代表，在更大的词典中或在因特_的英 
语语言页中可找到6 ) 



1234 




i^A 

23 
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5. ( a ) 1 l 2= p (0225) o 这个序列是 r (0)， r ⑴， r (4)， r ⑼， r ⑽，…，其中 r ⑻是通过 

以十进记号(有1个或多个前导 0) 来表达而得到的，并且应用习题4中的 p 函数，然 
后脷除前导注意 W 9< r ( rt )<^。 

( b ) 1012^(450. 这个序列和 ( a ) 相同，但排成顺序并删去重复元素。（谁知道 
88^7744, 212^44944以及264 2 =696%? ) 

6- 使用算法 7.2 丄 2 V 的拓扑排序算法，连同一个适当的 偏序： 包括长度为 j 的 q 
个链，并且对于它彳 H 最小元素排了序。例如，如果 n =20, (:卢 3和 q = c 4 =2, 我们使用 
该算法来求出{1，…， 20} 的所有排列……〜，使得1 <2, 3 <4, 5 <6, 1 43 45,7 — 

8 ^9, 10-: II x 12, 7 4 10, 13 ^14^15^16, 17彳 18 -： 19沁20, 13、17，井形成限 

制增长串 p(f (%),…,/(〜)>，其中 p 在习题4中定义而且(/( I )，…, /(20))=( M , 2, 2, 

3,3, 4,4, 4,5, 5, 5,6,6, 6,6,7, 7 t 7, 7 ) a 当然输出的总数由 (48) 给出 a 

I 

7. 精确地为取。它们是我们通过颠倒在 (2) 中块的自左到右的顺序并且去掉 “r 
符号得到的排列：1234,4123, 3124,3412,…，4321。 f 参见安 • 克茱森 ( A . Claesson )， 
European J . Combinatorics 22 (2001), 961-971; 塞.基塔耶夫 (S JCitaev ) 在待发表 

在 D/wrefe Math . 中的一篇论文 "'Partially ordered generalized patterns ” 里已经发 

现一个意义深远的推广 6 令 n 是{0,…， r } 的一个排列，令&是{1，…， n } 这样的排列 
a ] …仏的个数，即、，意味凝/而且令/：是这样的排列仏…义 
的个数，即对于它而言，对于模式全加以避免。于 

+ 

8. 对于{1，…, 4分成 m 个块的每一个分划，按照它们最小元素的递减顺序来 

安排这些块，并以所有可能的方式来排列非最小的块元素。例如，如果和 
分划12队 3 »! 45 79将产生 4 5 79 3 S 1 26 , 以及通过在它们当中排列 {5, 7, 9} 和 {2, 6} 所 

得到的其他11种情况.（实质上，相同的方法产生出恰有 it 个循环的所有 排列； 参 
见 1 J .3 节的“不寻常的对应”， ） 

9. 在多重集合0,夂_ 1，…， * ( d )} 的排列当中，精确地 

( k o +k ^-^ k ^\ fep _ k { k n ^ 

\ H. 人 i ) (w … + u*]+.，+ u 

有限制增长，因为 < /汍+… +U 最/居于 o+t ，…， H - 1} 之前的槪率。 

如果《>0, 0的平均个数为 l+(n - tu- tt =©(Iog n ), 因为在所有奶种情况中 

0的总数为% 0 _ 1)^，! ^ 

10. 给定{1，…， ft } 的一个分划，通过令/- I 是其最小元素为/的一个块的所有成 

员的双亲，来构造{0,1，…，4上的一个有向树 & 然后重新标号这些树，保持 顺序 ， [ml 
并删去其他标号。例如， （2) 中的15个分划分別对应于 





284 


习题答案 


为颠倒这一过程，取一个半标号/的树，并 a 通过考虑在从根到最小叶的通路 h 
首先遇到的节点.然后从根到次最小叶的通路，等等，对它的节点重新賦予标号。 
叶的数目是减去块的数目。[这个构造同习题 2.3.4 4 _ 18和该小节中 i 午多枚举 
紧密相关。参见彼， L 埃尔多斯 ( P . L . Erd ㈣ 和拉+阿 * 斯泽基里 ( L , A , Sz 6 kely )， 
Advances in Applied Math, 10 (1989), 488-496 & ] 

11. 我们从6狀55集合分成至多〗 0 个块的分划的 900 个获得纯字母算术，对子这 
柴块来说 P ( A …⑷… aw , …〜… a n ) f 而 R 也从]3 788 536集合分划中的 

563 527得到，对于它们 ……) <p (化…… an )。 最初的一些例子是 
aaaa + aaaa = baaac , aaaa + aaaa = bbbbc 以及 aaaa + aaab = baaac ; 最后是 
abcd + efgd = dceab{goat + newt = tango ) mj^abcd + efgd = ciceaf 

( clad + nerdsdance )。 t 把一个分划生成程序挂钩到一个字母算术解的思想是由 
阿兰. 舒特克里夫 (Alan Sutcliffe ) 给出的 & j 

12. ( a ) 形成 ptXAO … ( a rt 其中 p 在习题4中定义，因为我们有 Jr ' v(modulo 

/TV /7’)当且仅当 ;t 兰 y(moduki fJ ) 和 jfBy(modulo 

( b ) 如同在习题 2 中那样通过链接表示 /7, 像在算法 2.3 JE 中那样表示/?，而且 

使用该算法使得当 (*0 时， 风。 (为有效起见，我们可以假设17至少有和 / T 一样 
多的块 # > 

< c ) 当/7的一个块已被分成两个部 分时； 即当 / T 的两个块巳被合并在一起时。 

( d ) (小 

⑹ （2 化 f - i ) 0 

( f ) 真的。 令 IIVIT 有块 其中/ 1 =或 41 艮[… H 于是， / T 实质上是 
满足的 { B ,， …，尽}的一个分划，而且 /7 A / T 是通过合并中包 含琴的 块和包 
含艮的块而得到的。[满足这个条件的一个有限格叫做下半 模块； 参见加*毕克霍 

夫 ( G . Bhkhoff ), Lattice Theory (1940)， §1.8, 习题 72.1.4-54 的多数化格，当例 

如 a =4 Ul 和乂=331时，没有这个性质 .] 

( g ) 假的。例如，令作0011，71=0101。 

( h ) 厂和 n _ 的块是 /7 vn _ 的块的并，所以我们可以假设 nv / r ={ i , 像在部 

分 ( b ) 中一样，当 n 有个块时，把/同 （ 合并，在 r # 内得到 n D 应用于 it 的这些合并 
每一个都将使块的数目减去 0 或 1 。因此〜 h ( n /\ n i x r^binv m - 

[在 04/ g 叻 m Universalis 10 ( 1 980) , 74-95) 中，帕 * 普德拉克 ( P . PutMk ) 和吉 ■ 

图马 ( J / Kma ) 证明，对干适当大的 t 每一个有限格是 {1 •…，0的分划格的子格。 ] 

13. [参 见山 ftwtc 灯扣 Mart , 26(1977)，290-305。1如果一个/块分划的 j 个最大 

元素出现在单元块中，但其次的 个 元素则不然，我们就说这个分划有的阶 u 
定义“斯特林串 rt 为嘲:分划/^，辽，…的阶的序列，例如1产122333,于是 S „=0 & 
而且通过在后者中以长度为⑴的串#(如1广…^代替后者中的每个数字浓 

我们从^得到2_;例如 
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2 53 = 122333^22333 A 22333 ft 333,333 A 333 


國 


其基本思想是考虑算法 H 的词典顺序生成过程 s 假设… a 是阶/的 f 坱分划, 


则它是其限制增长串以^ 






开始的词典顺序下最小的:块分划，在词典顺序下， 


由几覆盖的分划是叮2，打13，叮4， H24 ， 江4, 




，/ 7(, 




其中意味着“/ I 的合井块 


r 和， （即， 将的所有出现改变为 



I 




然后应用 P 来得到一个限制增長串) 


如果 / T 是从/1 ]{>+13 向上，这些中最后的 G 卜“)中的任意一个，则/!是跟随 / T 的最小 f 

块分划。例如，如果/7=00101203 4 ,则/=5, ? 而且相关的分划 H 1 是 


p(00 101 2004), p(001012014), p(001012024), p(00I012030), p(0010J2031) ， 

p(001012032), p{001012033) fl 

■ 

因此厶 (A0 = 九 (iV-l) + (， 2 )-(i) ， 其中 i 是 L 的第 AT 个数字 s 

14, El- [初始化 6 ] 对于置七― 0 和 6 —吒”1。 

E2 •[访问， ] 访问限制增长串仏… t • 

E 3 J 求八 ] Wj ^ n ; 然后，当时，置式 一1— <和 y -/ - l a 
E 4 .[完成了吗?]如果/=1则结束，否则如果<=0,则转到 E 6。 

E 5 ■[下移。！如果〜=0,则置％—并转到 E7 a 否则，如果+吒， 

置％—&厂1, m — b ” 并转到 E 7. 否则置并返回 E 2, 

E6 .[上移。]如果七=6广1_置七 — b ” m — R + 1, 并转到 E 7 & 否则如果 q 畸， 

mm 

置 a 广0, m ^ b n 并转到 El 否 则置〜 -4+1 并返冋 E 厶 
E 7 .[固定卜丨…1对于 … ^ 置匕 返回 E 2 C I 


[如同在算法 H 中一样，这个算法可加以广泛优化， J 几乎总是等于1 
15. 它对应于无穷二进制串 OlOllOllOn …的头 rt 个数字，因为％为偶数当且 
仅当 nmod 3=0( 参见习题23)。 

16,00012， 01012， 01112, 00112, 00102, 01102, 01002, 01202, 
01212, 01222, 01022, 01122， 00122, 00121, 01121, 01021. 01221， 


01211, 01201， 01200, 01210, 01220, 01020, 01120, 00120 


17,当0=0时对于 A 


MV 


的 


向前 rt 和“向后”生成 * 以及当时对于 A 乂的 


“向前”和"向后 M 生成，以下的解使用两个相互递归的过程/ '(A V,<7) 和 

为开始这一过程，假设1<附<打，首先对于1 < j m 背 七 “0，并对于 l < j < m 置 

a n . mv 然后调用 

过程/ "( 卩, V ， a ): 如果 / i =2, 则访问 a 广 - a ，； 否則调用 1， v - i ， （片 Ha ) mod 

2)。然后，如果 v = p + l , 做下列步骤：把〜从0改为 / i -1 并访问 g , … w 重复地置 

1并且访问 A 直到为止 e 但如果於财1，则把如果 M + a 为奇 
数)或 a , (如果叶喊偶数)从0改成 / i - 1;然后如果 A + a 为奇数则调用 Khv - 1,0)， 

如果 a v + a 是偶数则调甩 v - l ，0) ; 而且当 A >0 时，置 a v - I 并且以同样方式 

调用 v - 1，0術(4, V - 1,0)，直到化=0为止， 
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过程&(终 v t cf ); 如果 vsp +1, 首先做下列动作：重复地访问4… a 并置 — a v + l , 
直到- 1为止；然后 访问… … u n 并把\从“_ 1改为0»但如果 v > p + I , 则如果 a v 
+响奇，调甩如果 A +战 偶，调用 Mju ， V -1,0); 然后当 W -】 时， 
置 1 + U 并 E 再次以同样方式调甩 / '(A v - l ，0) 或扒 ju , v -1,0)， 直到 a =/ j - 1 
为止 . 最后把％ (如果 / i + a 为奇数)或& ( 如果 m + cj 为偶数)从 p -1 改成0。最后，在 

■I 

两种情况下，如果则访 问…… a rt , 否则调用1, V - 1， (_ cr ) mod 2 > fl 

大多数运行时间都花费在 i «=2 的情 况下； 基干格雷二进制码(以及从拉斯基的实 

际序列偏离开)的更快的例程可代替这个情况9 ^= v - 〖时也 可用一个流水线过程。 

18. 这个序列必须以01… ( rt -1) 开始(或结束)。由习题32，当 
时，即当 n mod 12为4, 6„ 7或9时，不能有这样的格雷码存在。 

3 的情况容易求解。当 n =5 时有1 927 683 326种解存在，因此对干所有 
^>8,除了已被排除的那些情况，大槪有无限多个解存在，确实,我们大概可通 

过在后面的答案 28( e ) 中所考虑的串的所有％,来求这样一个格雷通路，但当 /rs 
2 Jt +<2, 4, 5, 7)( jnodu]o 12) 时例外 

注: 对于 2< m < n , 在习题 3 0中的广义斯特林数 t 超过1,所以对子 {1, …, 
/!} 分成 m 个块的分划，没有这样的格雷码 a 

19. ( a ) 把 (6) 改成为模式0, 2,…, m , …，3, 1或它的颠倒，如同在结尾顺序 
(72 X 3-(45)) 中那样， 

⑻我们可以推广 (8) 和⑼，来得到以0… 0] …如一 1) 开始及分別 以01 … ( m _ l ) 
a 和0 …… (m — l > a 结柬的序列疋 ntl 和。其屮且 a 是有 0< a 」 

- 2的任何串 a … a — 当时新的规则是 




Am — 


mna 


x 2 ，…， A 


x 


in^riyiaa) 



t 


R 


m -1 )^ ih L ,^^1/301 ，•- ，义 


mna 


X 


> 如果 m 是偶数 


如果 m 是奇数 



\ m ^\) nb X \ 1 X 2 '' ? ^ mn§ X m i 


如果 〃 是偶数 

如果 m 是奇数 


这里 — 3 ，， 

20.012323212122; 


而 (: r M … A ) 是从 1 到 x m = a 的一条通路 。 

一般说来，在习题4的记号 F ， …^。 


21 ‘数 (〜 ，\, j 2 ，“)-( l ， U ，3,7 T l 2,31，59 JM t 339,999，〜> 满足递归 
S 2n^2k^ S 2n+2 AW ， 碌 2n-2k * 这是由于中间元 素间其 他元素相关联的方式所致。 

因此«![ 〆 ] exp (( e 2? ~ l )/2+ e r - 1) 以及心 +| = / i ! [ r ] exp {{ e u - l )/2+^+ z - l) c 通过 

考虑头一半上的集合分划，我们也有 S = 2^4和^ ，其中 A = 

2 u ( h - l ) x H . 2 = n \ [^] exp (2 z + z 2 / 2 > a [西萨 • 莫兹金在 ( P ， oc . Symp . Pure 

Af 政 19 (1971), n 3) 中考虑了序列 < t > ]• 


习题答案 


287 


22, ( a ) 由(16)， 2 t 0 k n Pr ( X ^ k )^ e ^ H Q kVkl - m n , 

( b ) Ho ^ - *) = llo k n 2；. o ( i )(- D ^ / J !, 而且我们可以把内求和扩展到 

j = '因为当~|时， l k ( iY - D k k ^ O . 因此我们得到 I 二 ( r /*!)2: 0 (- lV "! 

[参见约 * 奥 ■ 伊尔文 ( J . OJrwin )， 人 Royal Stat - Soc . All 8 (1955), 389- 

404; 詹，皮特曼， AMM 104 (1997), 201-209,] 

23. (a) 由 (14) 每里时，这个公式成立，所以一般说来它成立。■此由 

(16), 我们也有2二 ■奶位 ）。 ） 

( b ) 假设我们已经证明对于的这个关系，并令 AU ) = U -妒/⑷, 〆 x ) = /(x + 1), 

于是 /( 极 + + = 及(极+ A 卜口七位）=办(位+ !) ^ mh ( tu ) = Q [参见雅‘陶 

査德 U . Touchard )， Ann, Soc. Sci. Bruxelles 53 (1933)，21-31; 由约翰-布里萨德 
(John Blissard ) 在(口⑽" Pure and Applied Math. 4 (1861), 279-305) 中发明的这 

个符号的 w 黑影演算”（以下简称阴影记号——译者）十分有用 L 伹必须小心处理 

它，因为 /<C?)=gO) 并不意味着 /( 设 )/l(m) = 发 {CT)+A (G7) a ] 

( c ) 这个提示是习题 4.6.216( c ) 的特殊情况。在 ( b ) 中置 /(；0=;^和<:=/?, 然后产 

生％运 C 7 — - m l+na 

( d ) 对 p 取模 ( modulo )， 多项式妙 - 1可由 g 00= 妒- jc - 1整除，因为 〆 吉 x+A 

和; ■ JC P _ 〆 ■ JC P -JT ■ l ( moduIo 发⑻和 /?)。因此，如果 ft ( Jt )=( x w - 1)，/友⑴。我 
们有 h { w ) a h(m + p ) = m - h ( m ) = ( m p - m ) h ( m ) , 而 R 0 = - m s+n - m n 

(modulo /?) 4 

2( 这个提示由对 e 用归纳法得出。因为 / C 通过对《用 
归纳法 t 我们也可证明 r ( jc)(modulo g . ix ) and /?) 意味着 

〆 、 m ^ n ( x ) pe 1 (modulo g , U )，/? gcUV ”， p f 4( jr)，fHpO 


因此对 于某个 带有整系数的多项式 h U )， X ’、=1 + ph ,( x ) 


心 - 3 W + … + p f _1 V 】 U ) g l W + & Modulo p e 我们有 A Q ( t !7 )tir = AoO +/^( cT + p ') 

年 ■ (5 tf ( 泣） + ； 因此 


I 


nr 


N .n 




CJ 




[当 P =2 时，可应用一个类似的推导，但我们令心因而我们得到 


霉 n 


m 



f (modulo 2 f ). 这些结果是由马歇尔*哈尔给出的； 参见 BuiL Amer . 
Math . Soc . 40 (1934), 387; Amer , J . Math . 70 (1948), 387-388, 关于进一步的信 


息，参见威 



伦能 ( W , F , Lunnon ), 彼■阿 * 巴 * 普里桑特斯 ( P * A . B 
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因为，例如吼_/吼=(吼_ 3 /吼- 2 )(吼_ 2 /矹•】) ㈣ -加 J 小于或等于(见 


4 


U 风 


- 2 ) ( - J - l)^®i 


/吼 


26■从@到©有条向右的通路 5 我们可以通过0和1来表示它们，其中0 


意味着 


向右” 


1意味着 


向上\诸1的位置告诉我们元素中的哪 /I 




(个是在具 


有1的块中。下一步，如果是在远的左边处的另一个顶点 


所以我们以定义 


在剩下的 f 


1个元素上的一个分划的通路继续。例如，分划141213对应于在这些约 


定之下的通路0010,其中分别的二进位意味着1关2, 1关3, 



4,2^3. | 许多其 


他的解释是可能的，这里提议的约定表明具有 I 隹2,…， I 尹 A 的分划 u 这是由 


哈 -W 


贝克尔 ( H . W, Becker) 所发现的一个组合性质，参见 51 (1944), 47 


imMathematics Magazine 22 (1948), 23-26 


Q 


27. (a) 


■ ■ M ■ mm 


般地 ， K =At =Ai 


下表也求出经由部分 ( b ) 的算法，对应 r 


毎个循环的限制增长串: 


OAOAOAOAO 0123 

M，M，0,0，1，0,0 0122 

0,0,0,0,1-0,GACJ 0112 

M ， o,o,i ， cu t o,o OU1 

0,0,0,0，1,1，1，M 0121 


O ，《 MA 0， M ，0,0 0012 
0,04,0,0,0,1,0,0 0011 
0,0,1,0,1， MAO 0001 
0,0,1,0,1,0,1,0,0 0000 
0，G， 1,0,1 t 1 ，1，0,0 0010 


0 ? 0,1,1,1,0,0,0,0 0102 
G ，( U ，1，1,0，1，0,0 0100 
OAIJUIAO 0120 
0 f 0, l ， l ， ll , l ， l ，0,0 0101 

0 , 04 ， 1 ， 2,1 山 0,0 0110 


(b) 


表景 ™ 的名字暗示间 5 丄 4 节的一个 联系； 而且确实在那里建立的理论导 


致有趣的一对一对应 & 通过在习题2的链接表表示中每当 


★ 0 时，就在 / I +1 - y 行的 A 列处放置 


个车，我们可以在 


个三角形棋盘上表示集合分划(参见习题5丄3 


19的答 




_ ■ W 

19 


案) 


o 


例如，这黾示出135127148916的车表示，同样地，在 


一个两行数组中可确定非零链接 a 例如 
5丄4 一 （11)。 


12348 

37589 


0 


参见 


• S 13 


考虑在这个三角形框图左下角开始并沿着右边界的边，最后在右上角处结束 


的长度为 2 n 的一条通路 


这个通路的点是：对于 0< fc <2 心& 




([ k / 2 ^\ k / 2 ]). 


Pleasants ), 以及尼•马.史蒂芬<队 M . Stephens ), Acta Arith . 35 (1919), 1-16,] 

25. 第一个不 等式通 过把一个更一般得多的原理应用于限制增长串的树而得 

到：在对于所有非根节点 p ， deg (/?)> deg(parem (>>) 的任何树中，当在级 A 上，％ 

是节点的总数时，我们有 A /% _ < hVi / hv 因为如果在 A - 1级上的个 W 点 

分別有… A 个子女，则它们至少有 W … + d 个孙子女；因此 
m ( af +…+ ^ >>( g 】+ …+〜) 2 = 4 

对于第二个不等式，注意卜;因此 




0T 


$ 


07 


/ 

1* 

I fe 



/—1\ 

< 

T n 

0, W 



/I 





苡 
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6 7亙亜 


这样一来，如果我们令人是确定 A 和^的共同形状的整数分划时，集 合分划 

导致一个摇摆不定的表景循环; U 人， …入以 (在我们的例子中，这个循环是0,0, ], 
]， U ，1，2,2,21，11，1 I ，1 I ，1 U 1, M )，1，0,0。） 而且，当且仅当行 rt +1— A 不 

包含车，当且仅当々在它的块中是最小的。 

反之，从形状序列人可以重新构造巧和^的元素。即，如果 KilG ^ e.-ro 
否则如果 a 为偶数，则込是而且数以 2 被放置在行&右边的新单 元处； 如果 * 为奇_ 
数，则通过使用算法 5. L 4 D 刪去行最右边的条目，而从^_，得到 Qp —个类似的 
过程从 八 +1 和的值定义所以我们对从尺,往回工作到/ V 因此形状序列 A t 足 
以告诉我们在何处放置诸车。 

摇摆不定的表景循环是在陈永川、邓玉平、杜若霞、理.彼 ▲ 斯坦利和颜华菲 

的论文 H 匹配和分划的交叉和嵌套 " (Crossings and nestings of matchings and 
partitions ) 中引入的(预印件， 2005). 他们证明，这个构造有重要的(和令人惊 讶的） 

结果。例如，如果集合分划/ I 对应子摇摆不定的表景循环々，，…，心„，我们说它 
的对偶 JF 是对应于转置形状序列 — ，又的集合分划。于是，由习题 5 + 1.4 - 7 S 

H 包含 “在 /处的 A ： 交叉' 即满足< l < ji 々 “<jt JPf , …， k 吾 h (modulo / I ) 的 

下标序列，当且仅当/7°包含一个“在;处的 Jt 嵌套' 它是满足<<”_<《< 

（ modulo /7。的一个下标序列。也要注意，一个卷 
积实质上是其中所有块都有大小为1或2的一个集合分划，卷积的对偶是有相同的单 

元集的一个卷积。特别是，一个完美匹配的对偶(当没有单集时)是一个完美匹配6 

而且，一个类似的构造适用于在任何费尔利斯框图中的车的配置》而不仅适 


而且，&上的矩形和左边的矩形精确地包含一些车，当 K [4/2j 和/时.这 
些车对两行数组贡献坐标对）；在我们的例子中，当9<*<12时，恰好有两个这 
样的车，即00。定理 5.1.4A 告诉我们，这样的两行数组等价于表景 (Ph 2 丄其 
中 A 的元素来自于下行，而的元素来自上行，而且/ V 和 a 都有相同的形状 。在 
P 表景中使用递减顺序和在 (2 表景中使用递增顺序是有利的，使得在我们的例子中, 
对于 U7 和 18, 当巧和 a 是空的时，它们分别是： 


Qfcmm mH a 

Ffcs[!] 17131 0 

fc 2 3 4 5 


^ _ B 

p 18171 a 


B 


E 


IK 


2 

1 


3 

1 


a 

4 

1 


5 

1 


回 

6 

1 


JC31 
Q2! 

pkg 


i 7 


mA -2-4 - 2mj 0S 

5 

OOIJ817^181 17 I -8-7 - 

rLr^LrrLrELH r^F^ELri-^^f^ I ■ ^ fa 


8 


9 


o 


1A 

1 
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用于对应集合分划的楼梯形状 & 给定至多有 m 个部分的费尔利斯框图，这些部分的 
大小都</!,我们简单地考虑坚持框图的右边的通路 Zo =(0 T 0)， Zu …，而 
且假定，当4 =匕-_+(1， 0) 时= V , ，当心 ％- WO , 1) 时\ ，对于 

楼梯形状我们给出的证明也 表明， 在费尔利斯框图中车的每一个配置，而且在每 
行中至多有一个车，在每列中至多也有一个车，它对应于这个种类的一个惟一的 
表景循环$ 

[除此之外，还有更多为真的事实^参见 S ■ 福明 ( S * Fomin ), J , Combin , 
Theory A 72 (1995), 277 - 292; M . 范 * 李欧文 (M van Leeuwen ), Electronic J . 
Combinatorics 3, 2 (1996), 论文 # R 15, } 

2 Ma ) 通过交换在 行/和 处车的位置，当且仅当在较长行的“锅柄”处有一 
个车，定义车的位置之间的 一一 对应： 



( b ) 通过转置所有车，这个关系从定义看是明显的。 

( c ) 假设 A > a >…和4>仏 +1 ,于是我们有 


及(£||，£1 2 , -')= xR ( a ] - 1,…， ia 卜■一 1， …)十 yR ( a u …、 a 卜!， …） 

因为头一顼统计在其中一个车在行 * 和列〜 中的情况^而且樹0)=1，因为空的配置 
所致，从这些递归，我们求出 


/?(1) ■又 + i ?(2) = fi ( l T 1) = jf + xy + y 2 ; fi (3) = /?(!, 1,1) ^ x + xy + xy 2 ^ 

R(2, x 7 + 2xy + ry 2 + y 3 

«(3J)= R(2,2) ^ ， x z + x z y + xy + 2xy 2 + + / 

R(3XD = R(3,2) - J?(2,2,l) = x 2 十 2x 2 y-t jc 2 / 十 2jty 2 十 2xy 3 + jcy 4 + y 5 

fl(3,2 J ) = jc 3 + 3jc'v + 3x 2 / + + 3 ^ + 2p 4 + Jt/ + / 


( d ) 例如，公式 y)+y c ^ 4 ( x ， y ) 等价于 /?(5, 4, 4, 3, 2, l )= xfi (4, 3 t 
3, 2, 1> 十洲5, 4, 3,3, 2,1)， 此为 ( c ) 的一 个特殊 情况;而且(没-2,…， 0) 
明显地等干 cVmky>=/?((n 




2, 

■> 


眷 ， * 


,1) 


o 


( e ) 事实上是对于心>0、…的所有限制增长串 A … A 所述的求 


和, 


29.⑻如果诸车分别在列 ( c h c „), 自由单元的数目是排列 (肝1 - eJ -^+1 -cj 
的反演的数目。[把图35右边的例子转动 180' 并且把这个结果同等式5丄 H 5) 后 
边的图示作比较，] 

( b ) 每个 wr 配置可以放置在比如说行…<和列/人上，并且在未被选 
定的行和列中产生 (m - r)(n - r ) 个自由 单元； 在未选定的行和未选定的列处有(~- 
iM )^ 2 ( h - k - 1 >+."+( 卜 l)a - U - l )+ r ( m_iV ), 而且在选定的行和选定的列有 


习题答案 


291 



可以看作是对于 r > 士 > A >…^ 0 的所有分划上对 广 +M 的求和，所以 

k 

■ 

由定理 C ， 它是由 ( a ), 对于选定的行和列，多项式 r !, 生成自由黾元^因此， 

答案为，-如 *1 ::，-他 0 ! v (" _广)!,呔 ）. 


( c ) 对于有 r 个附加的高度为 m 的列的费尔利斯框图，左边是生成函数/?力坤，…, 

因为有〖+〜个方法来把一个车放在行 m 中，相对于这些选择 
有1 +夕+… + ;/ +dffi_l =^( l - y f+ /(I -; y ) 个 S 由单元，然后在行 m _ 1中有 - i 个 
可利用单元，等等 6 

同样，右边等于圪（#4,…， r + K 因为如果把 m - A 个车放在 w 的列中，则我 

们必定把*个车放在 * 个末用的<1的列中。而且我们已经看到，当把 i 个车放在 
的一个盘上时，是自由单元的生成函数。 

[在这里证明的这个公式可以看作是变量>^和 〆 的一个多项式恒 等式； 因此它对 

于任意 f 都是正确的，尽管我们假设 f 是个非 负整数 & 在}/=】的情况下，这个结果 
是由约 ■ 戈德曼 ( J . Goldman ), 城市东明和丹 • 怀特 ( D . Whke ) 发现的 ( Proc , 


Math' Soc . 52 (1975), 485-492), 


nn !■ 圓 ■■麗 


般情况是由阿 


S' 


马 


加西亚 ( A * ML Garsia } 和 


布 


蔺梅尔 ( J . B * Remmel ) 确立的 (/. Combinatorial Theory A 41 (1986), 246-275), 


他们使用一个类似的论断来证明另外的公式 



( d ) 从 ( c ) 直接得出的这个断言，也意味着我们有/?从, R(a;， …， a:) 、当 

且仅当等式对于所有 x 和 y 的任何非零值成立。习题 28( d ) 的珀西多项式％ ( iy ) 是对 

于的不同费尔利斯框图的车多项式。例如， n 7 fi , h >0 枚举形状 4332 K 44221, 
44311, 4432，53221，53311, 5332, 54211 s 5422和5431 的车的配置。 

30■⑻我们有％广 "I ,其中满足一个简单 
定律：如果我们不在形状 b - U …， U 的行1中放置一个车，则该行有 m -1 个自由 
单元.因为在其他行中有个车。但是如果确实把一个车放在那里，我们就保 

留它的0或1或 . 或 w -1 个单元自由 0 因此 t =广4_，_，_;+( 1兮+"_+广 : ） 

而且由归纳法得出， A mn ^~^{：}^ , ■ 

( b ) 由 公式％ + l ( A ； V )= L ⑴广产生 
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m—\ }k 



(c) 从 (a) 和⑻我们有 


(1 -z)(l = + $) z) bbs (l \ ^ 1 ) z ) 









kl 


[第二个公式通过对 《 的归纳法来证明，因为两边满足微分方程(?二(2)=( 〗 +9+…+纩) 

^ G fl ( gz ) ,习题 1.2,6-58 证明当 pO 时的相等性。] 

历史 注记： 枪纳德* 卡利兹在 of the Amer, Math, Soc. 33 (1933 )， 
127-129) 中引进了 g 斯特林数。然后在 Ma/A j， 15 (1948)， 987-1000) 中，他 
在(解决其他事情当中)推导等式 116-(45) 的一个适当的 推广： 



31. exp^^+w - 1); 因此在习题23的阴影记号下％ =( 妍 k m k ~ ] = m n + l ~ k { xn - l)"' 1 , 

[利 • 莫泽 和马. 维曼， Trans. Royal Soc. Canada (3) 43 (1954), 第 3 节， 31-37。] 

事实上，习题 28(d ) 的数 ( jc, 1) 由 exp((f n 1)/ jt + jciv ) 生成。 

32. 我 们有久 =©U1,-1) 0 而且当: c=l 和产 -1 时,在习题 28(d) 的广义珀西三角 

形中容易想像一个简单的模式：对于 1 <*<〜 我们有^(1「1>|<1和％_(1，- 1 )= 
m at (1, - 1)+( - (modulo 3)。[在 (MCM 20 (1973)， 512-513) 中，吉迪安 • 厄尔 

里兹给出了一个等价结果的组合证明。 ） 

33. 通过在习题 28(d ) 中置通过像在答案27中对车的放置来表示集合分 

划导致答案。的情况是由赫 ■ 普罗丁格 ( H. Prodinger) 发现的， Fibonacci 
Quarterly ^9(i9Sl) J 463-465.] 

34. (a ) 圭特顿的十四行诗包栝方案01010101232323的1 4 9种，方案 
01010101234234的64种，方案 0HM0101234342 中的两种 T M 使用一次的方案有7 

种(像01 100110234432), 还有我们不认为它们是十四行诗的29首诗，因为它们没 
有14行， 

(b) 彼得拉奇的短抒情歌包括方案01100110 2342 3 4 的115种十四行诗，方案 
01100110232323的 109种，方案011 ⑻ 110234324的66种，方案01100110232232的7 

种；以及像01010101232323这样每个至多使用三次的20个其他方案 4 

(c) 在斯宾瑟的情歌中，叫酋十四行诗中的88个使用方案 010112122323 44 ; 唯 

一 的例外(第8号)是 “ 莎士比亚风格 ” 的々 

(d) 莎士比亚的154首十四行诗全部都用稍微容易的方案0101 232 3 454 56 6 ,除 

了其中的两个 (99 和 126) 没有14行外， 

< e ) 布朗宁的来自■萄牙的44首独行诗，遵照彼特拉査的方案 0110CH10232323。 


习题答案 


293 


有时这些诗行将(碰巧)押偶韵，尽管它们并不需要 这样； 例如，布朗宁最后的 
十四行诗有方案01100110121212。 

顺便指出，在但丁 ( Dame ) 的《神曲》 （ D / W 即 Co ； 仙办)的冗长篇章中，使用了 
音韵互锁的方案，其中对于…，16 3和3/1->3/7+1=3打+3, 

35. 每个不完备的《行音韵方案 / J 对应干…的无单元集分划，其中(《+〗) 


通过订的所有单元集而被分组 & [哈 • W . W 克尔在 04 MM 48 (1941), 702沖给出 
一个代数证明。注意，通过容斥原理 ， = ,而且％< 

;在习题 23 的阴影记号下，我们事实上可以写 C7’ 》 C7-U 杰 . 奥 ■萨立 特 (J. CK 
ShaUit) 通过置％ „ +1 , 提出了推广的珀西三角形的建议；参见习题 38(e) 和习 


题33 & 事实上，是{1，…， 


n } 的分划的个数，并且有这样的性质，即 U 


，卜1不 


是牮元集; 


参见哈 ■ W . 贝克尔， 


执 itf ■ A /從广 Afa 也 58 ( 1 954) ，63 0 



36. exp(^-l - z), (-般 地说，如果忧是仏…， /i} 分成为可允许大小 

的子集的分划个数的话，则指数生成函数 

因为…)是对于分成恰好部分的分划的指数生成函 数。） 


37. 有长度 n 的么⑴个可能性，因此当 n = l 4 时为784 07】 966. (但普 
希金的方案不能打破 .） 


38,⑻想像以& &… a =01 … ( fi -1) 幵始，然后对于>1,2,…逐次删去某 
个元素卜并且把它放在左边.然后对于1<1:<|{九，〜，心}1， A 将是第 * 个最近移动 
的元素；参见习题5. 2 .3-36 6 结果数组 m n 将返冋到它原来的状态，当且仅当汊… 


*, 是一个限制增长的串时，[罗宾斯 (Robbins>* 博尔克 (Bolfcer), 
(1981 )， 281-282,] 


J^quat Math, 22 


换言之，令 w I 为一个限制增长串 。 对_刊 幻•以置 j 和心 n,, 然后 

对于通过以下规则， Sp # 是序列… 的第七 个不同元素，由此定义 A # 
例如，这样一来，串4 “^^=012303 2 303456745对应于€7循环6688448628232384, 


0>)这样的通路对应干限制增长串艮有 max aj < m , 所以答案 

为 W + W—H 

( c ) 我们可以假设 i = l ， 因为每当 Mr -火 是一个 cf 循环时，序列 ifc r “ JU , 是一个 

_环》因此答案是满足 ㈣ -！的限制 增 ㈣ 的 数目， 即如 + 的 + ⑻ + .、 

( d ) 如果答案是/；我们必须有，因为 R 是恒等排列 ，因此 f n ^ m； r 
即没有单元集的集合分划的个数(习题35) 6 


( e ) 由 ( a ) 和 ( d )， 再一次为<〃[结 果当; ^为质数时 


m' p mod p »1 
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39,置來得到 



e^ H u {qvpmpJ ^ u du 




40. 我们有发⑵ H /7 In Z ， 所以在 疏处 出现马鞍点。现 在在土 政士 w:/c 处矩 

形通路有角落 1 而且 exp g («/ c - H ' f )=(^ c H / n 9 ) exp ( - 1 1 c 2 /(2 n )+ if 3 c 3 /(3« 2 )+--)=最后 

结果为 〆 ( eh 广 1 乘以 1 切 / I 2+0 (/i 2 )。 

(当然，通过在积分中令我们可以更快地得到这个结果。但是在这里给 
出的答案适用于机械地求马鞍点的方法，而不必试图更灵巧些。 ） 

41. 再一次，纯结果只不过是以来乘 (21); 但是在这个情况下矩形通路的左 
边而不是右边是重要的，（顺便指出，当时，我们不能导出当 x 是实数和正数 

SMI 时，使用汉克尔周线的 (22) 的一个类似式，因为在这个通路上的积分发散。但是通 

过 f 的通常的定义，当时，积分的一条适当通路确实产生公式 _(MS JLt ) / 

■ 

T(x).) 

42. 当《是偶数时我们有//办否则当乃很 大时， 有角落±、/^±化的 
矩形的左边和右边近似地贡献 



(-itf 2 V2 ( it ) 4 

3 + ~ 


)dt 


我们可以限制 f |< 片来证明，这个积分为 4+(4 -，且其相对误差为 0(#^) 
其中冶。同以前一样，相对误差实际上是我们推导出答 案为: 



nfl 


{(/i-1)/2)! 42K(nI2f 2 


+ 




I 2 n 



°Wl) ， 


〃为奇数 


(当„=；00时， （22) 的类似式是 （卜 II 




认令/⑴ 



iz n 


当之=一/2+紅时，我们有当乙=/+2咖+冰2时 


我们有 1/ U ) 



<( 2 iin) 


所以除非在一条通路上否則这个积分可予忽 


略；而在该通路上 in 随着 m 从0增为冗而戚少。当已经有时，我 { n 有 ifu ) i / 


f (?)=0( exp ( - n 3f /(log nY)) a 而且当 M > ir 时，我们有 \ f { z)\i /(§)< 1 /jU in /^ 


= 


exp 



2 


ln(l + 


K 


2 



44, 在 (25) 中置来得到沉/ 0 "广6太口(《-】 /: ^ 3 (-«严 2 +；1'(-«) 2 +/|- 3/2 (7 5 (-“) 5/2 
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式导致 




if | + 2^2 + …_ 2 1 

k ] + tj +灰3 +… ■■pfi 

lt| ， A 】 !■ 1 1 |< ” ‘■ > 0 




A：]! k 2 l i 3 ! 



即对于 2/ 的分划的求和。例如办 

45, 为了得到我们在 (26) 的推导中以 f -( wl ) lnz 代替发⑵。这个改变以 
1/(1^/ 幻来乘以前答案中的被积函数，它是 1/(1 - /T "4(- w )，。 其 

中 a « -^ 2 /(^ + 1) - 因此我们得到 




t ^ i ^+2 + …圓2 / 


t [ + Jt 2+ Jfej+- §B »w 

mk、 h ■-■>(> 



l^m 




V 



即〆 2Z) 十〆 2/- 1)+ … +/7(0) 个项的求和；〜 = 备 c 4 -甚 ^ + 譬 ac 3 [利. 莫泽 


和马，维曼以不同方式得到系数 b ； (Trans. Royal Soc. Canada (3) 49, 第 3 节 （1955)， 
49-54), 他们是推导弘的一个渐近序列的最先者9当〃变为 《+1 时，他们的近似值较 
(26) 的结果要稍微不大精确些，因为它不能精确地通过马鞍点^公式 (26) 是由伊 • 

约.古德 (I. J. Good) 给出的， Iranian J. Science and Tech A (1975)，77- 83。】 

46. 当 n” 《时，对于固定的 fc t 等式 (13) 和 (31) 表明〜=(〗 - ^/ny m n 0 + O ( n^)) o 

而当时，这个近似式也成立，但有相对误差 0((log 〃) 2 /冰 

47. 步骤 (HI, H6) 分別被执行 （K %， rn H - ru G7 n _ t n7 fl _ 3 - 1) 次。在 H4 

中的循环置 i 一 J - 1总共％- 2 +1十“ +吼次，在 H 6 中的循环置&广 m 总共(％_ 2 - 
1)+…+(吼-1>次。比率 G ^ /珥 近似地为 ( lnrt )/； n 而且 ( U …+呵)/ m n « (In nf ! n \ 

48. 在下式中，我们能很容易地检验求和和积分的 交换。 




■: Ci 



A ! 2 m 


e k - 

fj 77 T dz 


* 



1 k x 

jt ! F(jc + l ) 


49. 如果 §=ln ^ - In In n + x , 我们有 jfel - — ca 

式(习题《7 -8)， 


因此由拉格朗日的反演公 
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其中 /( ㈣ (1 


所以从方便的恒等式 


z 


P 寒 

U 


€ 






(m- l)(m - 2 ) 


■ ■ 


(m - n) 


可得出结果。 


(当 



时，这个恒等式须小心地解释 


如同在 C 財加 的等式 (7.59) 中说明的 


那样， f 的系数是讯的〃次多项式。 


在本题中的这一公式是路 


康姆特给出的 (Com/Hes Rend us Acad. Sci. (A) 


德 


布鲁因以前计算过的系 


对于的收敛性,是由杰弗 


270(Paris , 1970)， 1085-1088), 他识别出由尼 ■戈德 _布鲁因以前计算过的系 
^{Asymptotic Methods in Analysis (1958), 25-28), 对于的收敛性，是由杰弗 
里、科里斯 (Corless)、 哈里 (Hare) 和克努特证明的 (C ⑽1/?如 Rendus Acad. Sci, (I) 

320 (1995), 1449-1452), 他们还推导出稍微更快地收敛的一个公式。 


(方程 Id 


«也有复根 


可得到全部的根 


当 




在本习题的公式中，我们通过使用 In n+2jn>M 代替 In 
0时*这个和快速地收敛 a 参见科里斯，戈恩尼特 


(Gonnel), 哈里、杰弗里和克努特 
347-350,) 


Advances in Computational Math- 5 (] 996), 


50 . 令与 


I ⑻，然后矿⑻ = §《(§+I)n) 


因而对于可证明泰勒级数 


k 


2 




是收敛的 


e 


其实，还有更多得多是 真的， 因为通过解析连续到负实轴的树函数7^)，可得 


到函数100= -T(-n) 


(& 



处树函数有一个 


次的奇异性，在绕开这个奇异 


性之后，在口0处 




我们遇到一个对数的奇异性，作为其中 


0处的有趣多级黎曼表面的一部分 




) 树函数的微分满足 ZT 


ik ) 


二次奇异性仅出现在级 
( z )= R ( zyp k ( R ( z )), 其 


中 fi(z)=ru)/(l - r(z)) 且 A W 是由〜⑷ =U+I)' 九 ( x )^ k ( 2 ^ x ) p ^ w 定义的 A - 1次多 

项式。例如： 

p t (x)=i , p z {x)^2^x, p y (jt)=9 + J, p 4 (jr)=64+l 3 3^+70^ 2 +15^ 

(顺便指出， A ⑻的系数枚举称为格里格 (gmg) 树的生物进 化树： M Pi U) 是带有 j 
个未加标号的节点和 ft 个已标号节点的有向树的个数，其中的叶必须是已标号了的， 


而未标号节点必须至 少有两 个子女 


参见约 


Systematic Zoology 27 (1978) , 27-33 ; 莱 


理 


费扭 森斯坦 (h Felsenstein ), 

福尔德兹 (L. R, Foulds ) 和罗+ 


威 


罗宾逊 (R. W. Robinson) , Lecture Notes in Math' 829 (1980)，11CM 26; 科 


弗賴特 (C,Flight}， Manuscripta 34 (1990), 122-128 0 ) 如果士 (x)=/>* ( -幻,通过归 


纳法我们可以证明，对于 0< jc <1 


(- irq { mi ( x )> 0 a 因此对干所有的 A, 



> I , 


当由0变成埘，从 A ^单调地减少成为 (i -1)!, 由此得出 


f(?i + /c) = § + 


kx 






n 


q 2 (x) (kx\ q^(x) 

2 厂 IT/ "IT 
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其中的部分和如果 bO 则交替地超出或低于正确值 s 

51. 有两个马鞍点 or = vG ;5/ i - l /2 和对在 cri/m 和 a ' 士 /m 处有 

两个角落的一个矩形通路进行积分表明，当 n 时仅仅 a 是有关系的(尽管 〆 贡 
献大约的一个相对误差，当《很小时，它可能是重要的 h 儿乎像在 (25) 中那样 
论证，但通过汾) = z + zV 2-0+ l ) lnz ， 我们发现， I 可通过 



€ 


g ( fT |—f ^ + 4 r- ■* ■ 




很好地近似。如同在习题 44 中那样，这个积分推广成 


n!g ㈣ 冲 2 

2 or fl+J ^ 


「（1 + 4 + b 2 + … 


w 〖)) 


时于 灸>3,这次 q =( c 7+ l ) a E -*(l + l /(2 cr ))- ⑽/*，因此(2讲]广#仏是 a ®2 A 次多项 

式；例如 


, 3 15 1 8fJ^ + 7(7-1 

£>1 - — c 4 * c\ — —- - 

4 16 12a(2cr + 1) 3 

特别是，斯特林近似和匕项 (在 我们插人对干 o 的公式后)产生 



V 2 


^^/ 2 ^-n 72 +\ ; n-l ./4 



+ 


24 


n 



119 

1152 


7933 


n 


414720 


n 


- 3/2 



这是比等式5, i . 4 _ ( w ) 要更精确得多的一个结果，而 a 是以更简单的方式得到的。 

52,令 G { z ) - l k Pt(X = k ) z k ,使得第/个累加数 K ) 是 /![Mln G ( 〆 ）. 在情况⑻ 

中我们有 G ( z ) ^ e eh "V ;因此 



情况 ( b ) 是对偶情 况类： 这里 y ^ ou 因为 



[如果在情况 ( a ) 中我们有 w 应 iy # o ] a 但若在该情况下釦则均值 
是心 =«，且方差是因此*习题45的公式指出，均值《以 i / V ^ 的近似 
槪率出现，而相对误差为这个发现导致以另一个方式证明该公式。] [137] 

53,如同在等式 1.2.10-(23) 中那样，我们可以写 lnG ( e ，)=^+ o ^ V 2+ W 3!+〜， 

而且有一个正常数 (5 使得当 | f |< 5时， . 因此如果0<〜1/2， 

当时，对干某个常数 c >0 我们能证明 
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[ z ^ r ) G(zr 


1 广 G(e il ) n dt 

* 2 nJ ^ 




o t n 
2 


+ 


/2 ) & + 0(，’) 


对于被积函数以 exp 的绝对值为界；而且当 5< k |< Ti 时它 

的数量至多为 a ' 其中 a=max | G ( f )| 小干1。因为由我们的假设.个别的项 

不总处于一条直线上。因此， 


[ z ^ r ] Q(zr = 


5 & 


2 k 



exp - in - 


2^2 

am 


2 


+ CK /! 3 f - |/2 ) d / + O 0?， 2E ) 




sJ> p 


a 7 i 


ir 



2 


■ Jr wXm IL _l 

2 〈 a 2 n) 2o 2 n 


+ O ( rt 3jM/2 )df + 0( e ， :f ) 


I 


e 


r 2 /( 2 ^ 2 n ) 


a^llnn 


+ 0( n 3f_, ) 


以类似的公式考虑 &,&，-•， 对任意大的 m ， 我们可以把这个估计改进成 
因此对于^0,这个结果也为真9 [事实上，这样的改进导致“埃杰沃什扩展' 按 

照它[广 1 G ⑺ 11 渐近为 


(-1 八 2/ + 衍卢 r 2Um ^ 2s 1 ㈤ \ 

a^ 2m ~ 2i 2 V s\ n Um ' s k x \k 2 \-\yj l 4l"/ 

Aj+jfcj+t ]； +，■■•/ 

K 又… >0 


2 


e 


K 2 ^ n ) 




k ^ 2 k 2 



■ fti Hi 


绝对误差为 0(/1 w )， 其中隐藏在 o 中的常数仅依赖千 P 和 G , 但不依赖于『或《 
如果我们把求和限定为对于 w < p - i 的情况的话。例如，当产=3时我们得到 


[ z ^} G{zT 



e 




o 


M^Zn 


n 





而且当/ >=4 时，有 7 个以上的项 a 参见帕■罗 + 契比雪夫 ( P . L Chebyshev ), Zapiski 
Imp. Akad. Nauk 55(1887), No A 1-16; Acta Math. 14 (1890), 305-315; 弗- 

威.埃杰沃什 ( F * Y . Edgeworth) ， Trans. Cambridge Phil, Soc . 20 (1905)，36-65, 
113-141; 哈.克拉梅尔 ( H , Cramer ), Skandinavisk Aktuarietidsskrift 11 (1928)， 

13-74，141-180。] 

54* 公式 (40) 等价子 a=j coth 5 + 5 , p-s coth s -s Q 


55 -令 ear 、 牛顿迭代戍 & +1 =( lD / W ( l - ce +) 迅速地提髙到正确 
值，除非 a 极端地靠近 U 例如,当 a = lri 4 时，尽和 In 2的差别小于 UT ' 


56. ( a ) 对 n 用归纳法,产” ( z >—- l ) 




a ( e z - l ) fl+ 


1 
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(b) SL (: y a = m ex P( [^^-^^ f \o)du r -du n 

</ i " / o ex P{( M i + … + tO < J ) du l 〜 du rt ~( e ° -\) n Io n 

ppi 

下类 f 以的，因为卜 + … + w „ j %\ 。 

( c ) 于是 / i !( l -莰 a )<(- a ) B g ㈣ （ fr )<0, 而且我们只需验证 1- 声 a < 2 ( l -灼，即 
2 aj 3< a +^« 但由习题54，《/?<1和《十^>2。 

57, ( a ) 如同在答案 56( c ) 中那样， 料1 _ m =( n + l )(\ - l / a )<( n ^ l)(l - 

戸 / aM 〃 + l ) cT / cz <2； V 。（ b ) 当 a 增加时，董 a + a /3 增加，因为相对于 a 的导数是 
1 +^+ j 8( 1 - a )/( 1 - P)=(l - aj 9)/( l - 奶 +fiXh 因此 1 一 fi <2 (l - 1/ a ). 

58. ( a ) [^ 7+ 111 2 /|(7 + "1 2 = (/ +|> -1)(广"-1)和 2 +: 2 )相对于/的导数 

2 2 

是 Wd ) S in ^ 2 0 -(2 sinh^j t 乘以一个正函数.对于 0< f <2 jc ， 这个异 

2 

数总是负的，因为它小于 〆 s 〖 n f - sin $ j = Sw sin w cos w(u - tan w ) ， 其中 t ~ 2 u a 

令 5 - 2 心1^，当口> jt 和时，此导数仍然是负的，闵为我们有 K 

4 ji <5 3 - tf /(2 ji )<^- cf / t . 类似地，当 cf >2 jt 时，对于4：1</< ]68兀，这个导数保 
持为负；这个证明越来越容易。 

( b ) 令 f -« a / V ^ 6 于是 (41) 和 (42) 证明 




exp |^- 


2 



( — tM ) Q 


N 


1/2 


+ 


+ 号 ^ + 0 ( ， ㈣ -，卜 


其中 (1-/3 K 是 of 和伸 ^-1 次多项式, K 0< a k <2/ k 9 (例如， 6 aM 2-^( a ^)) I 

(1-灼&24仏=(6-执¥+4邮+妁)/<1-你 ） 被积函数的单调性表明，在佘下的范围 
上积分是可忽略的。现在加人尾部，把积分扩展到 - 并且以 Q =2^1使 
用答案44的公式来定义…。 

( c ) 我们将证明 k _ l |" cr l /(( n " kh ) 在那三条通路上是指数地小的。如果 
则这个量小于广 1 ( 因为，例如 l > a ) a 如果 o > l , 我们有 ( J <2| zl 以及 

1 卜 lK ^-1, 

59. 在这种极端情况下，和"卜， + ^- 2 + 0( f ); 因此 

心吟'帥，，前导项"也乘以卜卜‘卜 （注 


意 c /42 m 


m § 


LQ 844 


& 


) 答案 58( b ) 中的量〜结果为 


因此到一次为止的正 


确的项为 
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即在对应于斯特林近似式 

I e /. \ I 139 571 \ 

. ■ 1 -K _ ^ ■里 -^9 ^ - ^ ^ ■ — i — l ■腿 W 4 I » I 

1! 12 288 51840 2488320 i 


的(发散)级数中的诸项。 

60, (a) 长度《的； n 进制串 R 其中 m 个数字均出现，这样的串的个数为 H 

函 而且容斥原理把这个量表达成为卜 - l ) fl + 现在参见习题 7.2. M- 37。 

(b) 我们有 (m — 1)*7 (m - l)!=(wi n / m]) m exp (n ln(l - 1/w)), 而且 In (1 - 1/m) 小 

于 - 扩人 

(c) 在此情况 K，a>n e 和 ；S=a^ q 因此 1<(1 -声 /a) 1 " n < exp { nO(e ^});而 

l.l> e =e"^^=>exp( - « 0 (€-)) 0 所以 (45) 变成为 (m fl / m \)( l + 0 (n ^ 0 {ne nf )) Q 


61, 现在 a …乙 + 0 ( n 2 ^ 2 ) 和卜 3 二 + 0 { n 2 ^ 2 ) 

n n 

式 (43) 的情况 M) 归结为 


因此 W=r+0(f) & 而且等 


u) r 7 ^r( ,+0( ^ ,)+0 (;)) 


(这个近似式同诸如 U 和牟 U + M 这样的恒等式很好地协调在1 
起；其实，当 r 是常数时，根据 CMath 的公式 (6.42) 和(6.43)，当^ »时，我们有 





62. 对于I < n < 1_0(而且在那些情况的5648个中 


^ = k" - 11),这个断言为真《 


伊•罗_坎菲尔德 ( E.R+Canfidd) 和卡，破米兰茨 (CPomerance) 在一篇槪述以前的 

工作及相关问题的优秀论文中，已经证明对于所有充分大的 n, 该命题成立 a 而且 
在两种情况下极大值出现仅当# mod 1极端接近于1/2时$ [Integers 2 (2002)， Al, 
M3,] 

63. ⑻当。=， _=/?,=p 时,结果成立,因为‘, -fc)) x ((n-ji)/n) < (it 
- li)l («+I -ju)<K 由归纳法，当 A =0 或 1 时它也为真 ^ 对于一般的情况，考虑对 
于满足 A+ … jw 的 (pi, …， /O 的所有选择上〜 - 的极小值：如果 o<p t <；? 2 <i ， 
令〆 ■ A-6 和 K * p 2 +5，而且注意，对于仅仅依赖于 Ph …， P, 的某个 or, < 

a i \ ma k - a ^ i ^ & ( Pi ^ p 2 - . 在一个极小的点处,我们必定有 a =0; 因此我们 


习题答案 


301 


可以选择^使得 或者〆 =0或者〆=1。因此，当所有 ft 都有三个值 {0, l，p} 之一时, 

可实现极小值。但在这样的情况下，我们已经 证明〜 -^^>0, 

(b) 把每一个巧改成1 一 p ” 使 " 变成 n-ju 且使 A 变 成〜+ 

(c) /(x) 没有为正的根。因此八 z)// ⑴有在 (a) 和 (b) 中的形式， 

(d> 令 C(/) 是在 /的系 数序列中符号改变的个数，我们要来证明 C«l-wy>=2. 
事实上，对于所有所 >0， C((i - xyf )= m . 因为 C((l 且当 a 和 ft 为正时 
C (( a ^ bx)f ) < C(f ); 因此 C ⑴ -x 广 / )( m D 因此如果/ (4 是无论什么样的任意非零 
多项式， an - x ) f )> c ( f )； mttc (( i - xrf )> m 0 


⑷由于对 X + + ,部分 ( C ) 对子 p 反可直接应用。而且 

对于多项式/»«2|卜\我们可以以#=吼 +1 /矾使用部分⑻，如果/:⑺有行 


个实根的话。通过使用归纳法，可得到后边的命题，因为 /:力)=4 /：⑴甙⑴)：如 


果 a >0, 而 且如果 /( a ) 有/I个实根， 则函数 g (_ v )= f /(； c ) 也是。 而 &. 当 x 




oo 


时， 


g(xH0。 因此〆 Ct)，dqfU) + 广⑻）也有《个实根(即有一个根在很远的左边，而 


其他1是在 g(4 的根之间 h 

[参见埃.拉奎尔热 (E. Laguerre), J.de Math. (3) 9 (1883), 99 - 146;瓦‘霍 
夫丁 (W.Hoeffding), Annals Math. Stat. 27 (1956), 713-721; 约牛 达洛茨 ( J T 
N. Darroch), Annals Math. Stat. 35 (1964), 1317 - 132】；詹， 皮特曼 ，人 

Combinatorial Theory A77 (1997), 297-303] 

64. 我们只需要用计算机代数从 In %中减去 In 即可 

65. 它是乘以 fc 决出现的次数加上在所有集合分划表中做有序对出现的次数， 

即,减去 (49) 的平方渐近地，（与 + 


66. 当《=100时，对于分划和 7 l 6 2 5 M 6 3 H ， 实现 (48) 的极大偵„ 

67. 的预期值是位〜/巩。由 (50), 均值因此是仏 t /吼部 /^2(^1»0(« a ) 3 

而方差为 


m 


fl +2 


nr 


2 

11+1 




n 


環 n 





g(2g+l) 



- — - + - r 

U 3 A 


n 


抑 +1) 



0 ( 1 ) 


68. 在一个分划的所有部分中，非零分量的极大个数是《 
目.仅当所有组成部分为0或 U 极大的级也等 




■ ° -B * 


+行 


nil 


它出现当 


69.在歩骤 M 3 的开始、如果且/ 


r 


t , 则转到 M 5. 在步骤 M5 中，如果 


和(％ 




l )( r -/)<%,则转到 M 6 而不是减少 v 


70. (a) 


1 



2 


+ 


A * ■ 


+ 


因为 


n-k 


包含有 A 个0的块 {0 .… ,0J }, 总数，也称 
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为 p (/ i - 1，1)，是 p ( n - l )+ fc "+/?( l )+ p (0)。 


( b ) 如果我们交换 n 贝 U {1 






1， W 的峨 分划中恰有〃 


扑 -t 

t 



tl } 个 


是相同的 D 所以答秦为 + 


2 



*5 


它也是满足 max ⑽ 


“， aj=r 




和 A 的限制增长串 A … A 的个数 a 因此这总数是 


2 


( 





n-] 



m 




71, 


产 +1) …(\ +1卜言 


因为有分成两部分的(〜+ 1)…(心+1) - 2个合成, 


而且这些中的一半不是在词典顺序 T , 除非所有％都是偶数。（参见习题 7.2 丄 4-3 U 


对于多达5部分的公式已由爱 



赖特 ( E . M , Wright ) 给出 f Proc. London Math. 


Soc.O) 11 ( J 961), 499-510。) 


72 •是的 a 对于 Oq , k ( n ， 以下算法在 0(0 个步骤中计算〜邛 (/，々)： 对干所 


有 j 和 


由 a 


jk 


i 开始。然后对于匕0, 1, 


4 4- 


fi 和 m =0， I ， 


■ ■ 


«(以任何次序>，对子 



h 


m m ^ 




参见表 A 




l 5 


，《(以递增的顺序)，如果 /+ m > l , 则置〜 
个类似的方法在0(%… / U 2 步内计算 〆 


a,u +a 



(j-tUk - mi 



n m h 在已经引 


用的文章中，契玛和莫兹金已经推导了递归关系 


* 





tj :- 






V ，…，、 - k J ) 


rn 


但这个有趣的公式仅在某些情况下 才对计 算有帮助^ 


表 A — 1 


多重分划数 



0 12 3 


4 


5 


6 


n 


0 




4 



p(0 ， n) 




5 


7 11 P(0, n) 


p(i ， n) 1 2 4 7 12 19 30 
p{2,n) 2 4 9 16 29 47 77 


P(hn) 

P% n) 


1 

2 

9 

66 

712 

10457 

1 

4 

26 

249 

3274 

56135 

2 

11 

92 

1075 

16601 

325269 

5 

36 

371 

5133 

91226 

2014321 


p(3 ， n) 3 7 16 31 57 97 162 F(3,n) 

p{4,n) 5 12 29 57 100 189 323 F(4,n) 15 135 1663 26683 537813 13241402 

p(5, n) T 19 47 97 189 339 589 P(5,n) 52 566 8155 149410 33T6696 91914202 


73 .是的，当有 m 个 1 和 n 个 2 时， 令 P(m, n)=p(L 
0)= m m , 而邕我们可以使用递归式 


m m u 


I 


K 2, 


■ p ■■ 


,2)，于是尸 ( m , 


2 P ( m,/i + 1) = P(m + 2， n )+ P(m + l ， n ) 




n 


k 


P(m ： k) 


当我们以两个不同元素; C 和，来代替 P ( m ， M + l ) 的多重集合中的一对 I 时，我们通过 
考虑发生什么情况来证明这个递归式。我们得到分划， 表示 P ( m +2, n )， 

除非在…的情况下，其中 a 和属尸同一个坱中，或者在尸 ㈨ 的情 
况下，其中含有 I 和 /的诸 块相等并且有 i 个附加的元素。 
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注： 参见表 A _ l , 另一个递 归式， 它对于计算不大有用，是 


P(m + l,n) = 




序列尸 (0, «) 首先是由爱凯 • 罗伊德 ( E . K . UoydKProc . Cambridge Philos , Soc . 
103 (1988), 277-284) 和吉拉贝利 ( G - Labelle)(£«screfe 217 <2000), 237-248) 

研究的，他们通过完全不同的方法来计算它 。 习题 70(b) 表明 1)= 
(^+^,+^)/2; 一般 地说， P (爪, 《) 可以阴影记号妒&(的写出，其中仏 ⑻是 由生成 

函数 Ito q n Mz n / n \= exp (( e s + ( x ^ x z ) z - l )/2) 定义的 h 次的一个多项式办因此, 


由习题3! 



P ( m ^ n ) 


Z 


id 


n ! 


e 


(^-1)/2 






kl 


作为更一般得多的情况的一个特殊情况，拉贝利证明 {1, h 分成恰好 r 个块 
的分划的个数为 




nl[x r z n ]e 






zkik^Utl 



k \ 


75. 马桉点方法产生 Ce 


An m + Br Ui 



55/36 ,其中扣 3 H 3) 1 ' 5=兀乂(3广。/2以及 


C = e (3)^(2 jc )^* 3_ exp ( l /3+ S 3 / 4 +£ f (2) / (2n 2 ) - y i 12)。 [法，灿-奥尔洛克 ( F 」 

C . Auluck ), Proc . Cambridge Philos . Soc- 49 (1953)，72 — 83; 爱.麦' 赖特， 
American J. Math, 80 (1958), 643-658 ] 

76 .使用 p ^， n 2 ,/ i 3 , -)>p{n x +n lt …)的事实,因此 P ( m +2 + w )> n + I )， 

通过归纳法可以证明尸(爪+«+1>尸(爪因此 


2P(m, n) < F(m+2, n - !)+F(m+l, n — l)^eP(m, ^ - 1) 

对这不等式进行迭代证明 P (0, nM^^my +0(/1(#+07)" % >( l +0 ((Iog 

nyin )) 0 (从习题 75 的答案中的生成函数，可以得到一个更精确的渐近公式^ ) 

78, 33332 1000 


100022320 
2 2 1 0 0 2 10 2 


(因为编码的分划必须都是 (000000000)) 


2 1 0 2 2 0 0 1 3 

79 .有 432 个这样的循环。但它们仅产生 304 个集合分划的不同循环，因为不同 
的循环可能描述相同的分划序列。例如 (000012022332321) 和 (000012022112123) 是 


在分划上等价的。 

80. [参见钟金芳蓉、珀*迪亚科尼斯 和罗. 格拉罕 ， Discrete Mathematics 
110 (1992)， 52-55,] 构造具有个顶点和％个边的一个有 向图； 每个限制增长 
串％… I 定义从顶点％…到顶点 p(y 的一条有向弧，其中 p 是习题 4 中的 
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函数。（例如，从 0100121 到 0H0203 的有向弧 010012】h ) 每一个万有循环定义在 

这个有向图中的欧拉尾部 6 反之，每个欧位尾部可用来定义在元素 {0, 1 ， 1} 

上的限制增长的一个或多个万有序列。 

如果我们令从每一个非零顶点化 …^ , 开始的最后出口通过有向弧 4 
则由 2JA2 节的方法，存在一个欧拉尾部。然而，这个序列可能不是循环。例如， 
当打 <4 时，没有万有循环存在；而当 fl= 4 时，万有序列 000012030110]00222 定义不 

对应于任何万有循环的集合分划的一个循环 . 

对于 6 ，如果我们对于某些不同元素 {< v 、a y }, 以 
广少，开始的一个欧拉尾部作为出发点，则可以证明一个循 

环的存 在性 . 对于如果我们把卬 12P + * 的最后出口从改 
成为 OH 12P'"*2, 并且令 012” * 和 01" 3 2 的最后出口分别为 010* 4 1 和 01 3 10 ,則 

这个模式是可能的 n 现在如果我们选择向后的循环个数，由此确定〃和 V ，我们可 
以令 x 和 : y 是不同子 {0, w ， v} 的最小元素。 

事实上我们可以作出结论，有这个极端特殊类型的万有循环的个数是巨大的~- 
至少，当时 


jQ (*!(«- “)/((卜 1)! (卜 2) 3 3 2 n - 5 2 2> 

而且，至今还不知道它们之中是否有可容易地编码的 d 参见以下对于的情况。 

81. 注意％ =52,我们使用 {1, 2, 3, 4, 5} 的一个万有循环，其中的兀素为13个 
梅花、 B 个方片、13个红桃、12个黑桃以及一个夂如同在上题答案中那样，通过 
使用欧拉尾部反复尝试，所发现的一个这样的循环是 

(秦_ ♦♦傘 辠♦牵奉令众畢900摹♦參摹0众♦众 

(事实上，如果我们转移到 A B 作为一个最后的求助手段，而且如果我们尽可能 
快地引入 J ， 则实际上有114 056个这样的循环。 ） 如果我们把 J 叫做•个黑桃> 则这 

个技巧仍以 g 的槪率有效。 

82. 有13 644个解，尽管如果我们认为 

_ - _ 一 团 ， p - ■ — 9 

这个数减少成1981，最小的普通和是5/2,而最大是25/2。引人注目的解 

I M I 1- 11111 = 1+罷+|+_+画 

是仅有获得普通和118/15的两个实质上不冏的方式之一.[这个问题是由博•安‘ 
科迪姆斯基 ( B , A . Kordemsky ) 在 MafcematkhesJcai ^ Smefaa/Aa (1 Q 5 4 ) 中提出的，在英 

语翻译中它是数78， The Moscow Puzzles (1972),] 
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致。当 


■ ■ 


个索 
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0-1 matrices (0-t 矩 阵 ）， 120 
2-nomial coefficients (2 项式系数), 89 

K t (Kniskal function) (克 fr 斯卡尔函 数）， 19-21, 

31- 34, 102 

A r (Kruskal function) { 克鲁斯卡尔函 数）， 20-21, 

32- 33 

■ 

/i, (Macaulay function) (麦考莱函数） ,20-21,32- 

33,102 

v (sideways sum) ( 横向和，即数的各位数之 

和） ,20,29, 狀 

3T(circle ratio), as u random v example (詞尚率， 

作为“随机"的例 手）、 2,13, 27-29, 35, 
80-81, 122 

t 64, see Bell number^ 参见贝尔 S 数) 

07 ；(singleton-free partitions) (无单元集分划）， 

82 

64, see Peirce triangle {参见珀西 r: 角) 
p(a): restricted growth string function (限制增 K： 

串函数 ） 

cp-cycles (a 循环 ），83 

o(ft); sum of divisors (因子 之和） ^ 55 

% (Takagi function) (布 木贞治函数) , 20-21, 32* 

33 

B (shadow) (阴影）， t8 
9 (upper shadow) (Jh 阴影 ），18 

A 

Abel, Niels Henrik (R 贝尔，尼尔斯 t 亨利克）， 

114 

Abelian groups (阿贝尔群） ，60 

Active bits ( 活动二进位 ），12 

Adjacent transpositions (相邻转置） ,15-17,30 


Ahlswede, Rudolph (阿尔斯威德- fr 道夫 ) .108 
Almkvisu Gert Einar Torsten (阿尔默克维斯特* 

杰吊特埃纳 ■ 托斯登 ）,116 
Alphametlcs (字母算米 ） 1 78 
Alternating combinatorial number system ,( 交轉 

组合数系统） 9 t 27 

Analysis of algorithms (算法的分析）， 4-5, 25, 

27,29、 49 51 1 58, 84 

Andrews, George W. Eyre (安德鲁斯、乔治 + 

W. 埃黾> ,37J16 

Anti chains of subsets, see Clutters (子集的反链， 

参见 杂体） 

Arbogast, Louis Francois Antoine (阿尔 博加 斯特 ■ 

路易斯 • 弗 朗索斯+安托尼 ） ，65 
Arithmetic mean ( 算术平均值 ） ， 60 t ft4 
Asymptotic methods (渐近方法） 42-48, 56-5H, 

65-72,83-85 

Atkin, Arthur Oliver Lonsdale { H 特金， M 瑟 r 

奧利弗 * 伦斯代尔） 

Auluck . Faqir Cliand( aft 神 ){ 奥尔洛 克. 

法吉尔 + 灿®) ,142 

B 

Balanced partitions (平衡的分划 ） ，53 
Balanced ternary notation (平衡的三进制记号) ■ 

92 

Bails (球 ） ，36 
Baseball (垒球 > ,26 

Basis of vector space (向 it 空间的基底) , 26, 31 

Basis theorem (基础定理 ），34 

Beckenbach, Edwin Ford (贝胄巴麻，埃德文 ■ 

福德 >，5 
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Becker, Harold W, ( 贝克尔，哈罗德 ■ W) ， 129, 

134 

Bell, Erie Temple ( 贝尔，埃里克 • 坦普 ） ，64 


numbers ( 贝尔数） ,64-65,80*84, 123 
numbers, asymptotic value { K 


t 


渐近 


值 ) ,6849,33-84 


Bounded compositions ( 有界合成 ),16,30,31 
Brandt, Jovgtn (布兰特，约根） ,124 
Browning，Elizabeth Barrett ( 布朗宁，伊丽莎 

白 ■ 巴利特 >，82 

Bruij ji F Nicolaas Govert de (布昏因，尼戈拉斯 - 

戈维特 ■ 德）， 72,136 


BcLUshaped curve ( 贝尔形状 曲线） 1 70 t 74 f 84 
Bell-shaped sequence ( 贝尔形状序 列 ）， 85 

Bellman, Richard Ernest { 贝尔曼 * 理査德 + 1 £尼 

斯特） 

Bernyylli, Jacques(=3akob=James) ( 贝努利、雅 

各斯 (= 雅可布 = 詹姆斯 )） ，！6 
numbers ( 贝努利数), 64 、 】 H 
Bessel, Friedrich Wilhelm* function ( W 寒尔，费 

雷德里兹 * 成廉， 函数 > ,44 
Binary partitions ( 二进制分划 ） ，60 
Binary relatrons ( 二 进关系 } ,62 
Binary tree representation of tree (树的二叉树表 

示 ），27 

Binary vector spaces ( 二进向量空问 ) . 26, 31 
Binomial coefficients { 二项式系数） , J, 32 
generalized ( 广义二项式系数 ），33 
Binomial number system, see Combinaiorial 

number system ( 二项式数系统，参见组合数系 

统） 

Binomial trees ( 二项式树）， 6-7,27 
Bipartitions ( 双 分划〉 ,75-77, 141 142 
Birkhoff, Garrett (毕克® 夫， 加里特) , 126 

Biliier, James Richard ( 毕特纳 t 愈姆斯 ► 理喪 

德 ） 』 

Bitwise manipulation (按位 乘法 ) , 4, 95, 109 

BjOmer, Anders ( 布约纳，安德斯 ),102 
Bl is sard, John ( 布里 萨德，约翰 J , I2S 

Blacks ( 块 ） ， 61 

Bolker, Ethan David ( 博尔克，伊坦 4 戴维）， 

134 

Bonfcrroni, Cario Emilio ( 博恩费尔罗尼，卡 

罗 - 埃米罗） J16 
Boolean functions ( 布尔函数）， S4 

Bo&kovK Ruder Josip (BoiDKonHA, Pyl>ep 
Jocan — Boocovtch, Ruggiero Giuseppe 
— HoROf Jo«eph) 

( 博斯科维奇，磐德 ■ 约希普） J17 


Brylawski, Thomas Henry ( 布里劳斯基，托马 

斯 ■ 亨利 ），118 

Buck, Marshall Wilbert ( 巴克 , 马馱尔-威尔怕 

特 ） ，30 

Bulgarian solitaire ( 保加利亚独人游戏 ）*61 

C 

Cache-hit patterns (击中豳速缓存模甙 >, 62 
Cai.Nmg ( 蔡 宁 ），108 

Catabi.Eygenio ( 卡 拉比，尤金尼奥 ） ，89 
Canfield，Earl Rodney ( 坎菲尔德 , 伊尔+罗绝 

ft) , (40 

Canonical bases (规范基底 ), 26, 31 
Carliir, Leonard ( 卡利兹，伦纳德 > ,122, 133 
Caron Jacques (卡沦 ^ 推各奎斯） ， 93 
Caiaiati, Eugene Charles ( 卡塔兰， 尤金 1 迕尔 

斯 ） ，87 

Cauchy, Augustin Louis (柯两 ， 奥古斯 I ■ 路易 

斯） .49,57 

Cayley, Arthur < 凯里，阿瑟 ) ,m 
Change-making ( 作改动 ）*54 

Chase, Phillip John ( 蔡斯 . 菲利普约翰 ） ， 11‘ 

13, 16, 28 29,96 

Chebyshevf=Tschebysclheff), Pafnutii 

LvOVtchC n^tfymJl JIisbobipi ) ( % 

比 ® 夫，帕夫奴梯 - 罗维兹 > ,】38 
Chetma, Mchirtdar Sirigh( ) { 契码 ♦ 

莫辛达尔 * 辛格） ,77, 141 
Chen, William Yong-Chuan ( 陈永川 ）， 131 
Chinese rings ( 中国环 ） f 28 
Chords ( 弦 ) *10,30 

Chung Graham, Fan Rong King (钟金 芳蓉)-, 

108,143 

ClaessQji, Anders Karl (克菜森，安德斯 •卡 

尔 ） ,125 
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Clemems, George Francis (克莱 门兹，乔治 •弗 

兰西斯 ) T iv f 24-25, 34, 105,106 

Cliques (团、组 ） ，31 
Clutters ( 杂体） t 34 
Coalescence (联合 > ,78 
Coalitions (联盟），62 
Coins ( 硬币 ） ，54 

Coiexorder (协 调典 顺序） ，5,38 t 53，U9 
Colman, Walter John Alexander (科尔曼，沃尔 

特■约翰+亚历山大） ,H5 

Colthurst, Thomas Wallace (科特哈斯特， tt 1 b 

斯•瓦莱斯） .122 

Column sums ( 列之和 ）* 60 

Combination generation (组合 生成） * t-18, 25- 

31,35 

Gray codes for (组合生成的格雷码） .8-18 
homogeneous (同态的） t tO-l 1, 16-17,28- 

29,92,96,99 

near-perfect (近乎完美的）, 1M7/29 
perfect {完 美的）, 15-17, 30 
Combinations (组合) ， 1-36 


Conjugate of a partition ( 一个分划的共板>， H 


54,58,60, 111， 117, 118 

of a joint partition (一个合井的分划的共 , 112 

of a set partition (— 个集分分划的共街 80 

Consecutive integers (连续螫数 ）.54 
Contingency tables (偶然性表） ,18,31*60 


Contour integration {等 iS» 线积分) T 65-70 
Core set in a torus (在一个阔环体中的核心集 

合）， 22-23, 33 

Corless, Robert Malcolm ( 科里斯，罗泊特马 

尔科姆 ）,136 

Corteel, Sylvie Maric-Claude (科提尔，希木维 ■ 

3里-克劳德 ),112 

Covering in a lattice (覆 盖一个格), 58, 79 
Cramer, Carl Harald { 克:拉梅尔，卡尔 ，哈拉 

德）， 1 货 


Chbbage (格里伯方纸稗戏 ） ，35 
Cross-imersecting sets (交叉相交集合 >，31 
Cross order ( 交叉 _ 序） ,20-25,33. 108 
Crossings in a set partition (在一个集合分划中的 

交叉） J31 


dual < 对偶） ,2-4,26-27,29 


Cumulants of a distribution (―个分布的累积 ) t 


Of a multiset (一个多重集合的组合） ,2-3, 16 - 84, m 


lS h 25,33 

with repetitions {具有 重复的组合), 2-3. 1】 T 
16-19,25, 33,36, 39 

Combinatorial number system (组合数系统）， 6, 

27, 31-32* 58,肽 ,9M 24 

alternating (交 替的), 9,27 

generalized (广义的 ） ，33 

Commutalive groups (交换群 ）»60 

Complement in a torus (在一个园环体中的朴）， 

21 

Complete binary tree ( 完备的二叉树 ），90 
Complete graph (完全图 ) ,108 
Completing the square ( 完全平方） • 43, 138 
Compositions (合成 } , 2-4, II, 25, 36, 56, 89, 

141 

bounded < 有界合成) , 16,30,31 

Compression of a set (一个集合的压缩} , 23. 33, 

106 

Coimct*Louis (康姆特，路 易斯） ,64, 136 


Cycle, universal, of combinations (组合的力 循 

环 > ,35 

Cycles of a permutation ( 一 个排列的循环 ),125 
Cyclic permutations ( 循环 徘列） t 83 
Czerny, Carl (克泽尼，卡尔 h 98 

D 


Danh,Tran-Ngoc (丹，特兰 - 伍克 J . I0S 
Dante Alighieri (但丁 阿利格耶） J34 
Darroch, John Newton (达洛茨，约翰，牛顿）, 

140 


Davidson, George Henry (載 维森， 乔治亨 

利 ） ,109 

Day kin, David Edward (戴金，戴维 ‘ 爱德华）， 


101，108 


de Bmijn, Nicolaas Govert (德 ■ 布鲁因，尼古 


拉斯- 戈 成特 ) ,72,136 


De Morgan, Augustus (德， 摩根，奥古斯托 

斯）,1,56 
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Josephus Wilhcimus) ( 德拜、彼特-约瑟 


夫 • 威廉 0= 德比，彼特鲁斯 ■ 约瑟普斯 ■ 
威廉姆斯 )） ，66 

Decimal notation (十 进制 记号) ,125 

Dedekind, Julius Wilhelm Richard ( 迪 德金，尤利 

乌斯 + 威廉 ■ 理査德 ） ， 44 

sums ( 迪德金和 44 
Delta sequences 序列 97, 98 
Deng, Eva Yu-Ping ( 邓玉平 ），131 
Dcrbes, Joseph ( 德比斯，约 S 夫 } , ! 2 3 

Derivative ( 导数 ） 、32 

Descents of a permutation ( 一个排列的下降 J > 

76, 122 

Diaconis, Persi Warren (迪亚科尼斯 T fS 西九 

尔仁）， I08 t J43 

Diamond lemma ( 钻石引理 ） , 119 
Dilogarithm function (双对 数函数 ）， 56 ， "4, 

"7 

Dimension of a vector space ( 一个 向 & 空 ffcij 的维 

数 ） 

Discrete toms ( 离散 N 环体 ），60 

Distinct parts ( 不同 部分 ） , 54, 55, 57,58, 77 
Divisors，sum of (因 之和 ）， 55 

Dobihski,G- ( 多宾斯墓 ■ G.) ,65 

Dominoes ( 多米诺）， 35, S6 

Doubly bounded partitions ( 双重有界分划 > ,49* 

57 t 59 

Du, Rosena Ruo-XU (杜若 S ) > 131 

Dual of a combination ( 一个组合的对偶）， 2-4. 

26-27,29 

■ 

Dual of a set partition (一个集合分划的对 fS> + 131 

Dual set in 3 torus ( 在一个 _ 环体 . 的对 偶 Jfe 

ft) ,22-23 

Dual size vector { 对偶大小向最 ）， 34 

Duality ( 对 偶性〉 ,33,106 

DusJeney, Henry Ernest ( 达德 尼， 亨利，恩尼斯 

特 ） ，78 

Durfee, William Pitt ( 德尔菲，威廉 _ 皮特 > *39 

rectangle ( 矩形 ），: m 

square ( 方块 ),3940,48,112 
DvofAk , Stanislav ( 铕沃泣克，斯坦尼斯 拉夫） ， 


88 

Dyson, Freeman Jotin (迪森，弗里约翰 ） . 

114 

E 

■ 

e, as w random" example (e, 作为 “ 随机”的 

例子 ）,134 

Eades, Peter Dennis ( 埃迪斯， 皮特 * 丹尼斯 ), 


16,97 

Eckhoff, Jurgen { 埃克 霍夫， 尤尔金） . 102 
Edgeworth, Francis Ysidro, expansion ( 埃杰沃什、 

弗兰西斯 • 威西德罗 扩展） J38 
Ehrlich, Gidcon< p>in yam ) ( 厄尔里兹，吉迪 

安 ）】33 

Elementary symmetric functions (初等对称涵 

数 > ,120 

Elliptic functions (捕 圆函数 44 
End*around swaps (绕末端的 交换） t 30 

Endo-owler ( 末端 M 序 ),14,29,128 

Engel, Konrad Wolfgang (恩吉尔，康拉德 - 沃 

夫刚 ) J07 

Enveloping series (倍封级数 } , 47, 57, B5, 1^1 

Enns, Theodore Christian ( 恩斯，西奥多■克里 

斯蒂安）， 97 

Equivalence relations ( 等价关系 } ， 62,78 
Erdfls, Pil{=Paul) (埃尔多斯 . 柏尔 (=鳅 罗 ）} + 


19,46,57 

Eraos,P^terL.( 埃尔多斯，被特丄 〉，126 
Etienne, Gwihen ( 埃添尼 , 格成亨 )，124 


Euier 


Leonhard{ 





9Ajiep 


T 


)( 欧拉，伦纳德 ) ,41, 50, 54, 55, 


122 

summation formula ( 欧拉求和公 式） ,42,56 

trails ( 欧拉尾部）， 108, 109. 143 
Gulenan numbers ( 欧拉数） t K4 t 1 14 
Evolutionary trees ( 进化树 ) ,】37 
Exponential generating functions ( 搢数生成 (S 

数 ) ,65,82, 134, 142 
Exponential growth (指数增长 ） + 42 

F 


Fd sen stein，Joseph (费 尔森斯坦，约瑟夫 ） .137 
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Feniche], Robert Ross (菲尼彻尔，罗怕特•罗 

斯> ,25 

Fenner, Trevor Ian (芬纳，特里沃尔伊恩） 


110.Ill 

Ferrers , Norman MacJcod (费尔利斯，诺曼■麦 

宛里奥徳 ） ，艿 

diagrams (费尔利斯框图），39-40, 45, 48, 5“ 
72,81，118, 120； 123,131 
diagrams, generalised (广义的费尔利斯框 


图） J 12 

Fibonacci, Leonardo, of Pisa[=Lecmardo filio 

Bonacci Pisano], recurrence (斐波那契，伦 


纳多，比萨的<=伦纳多『费里奥 ■ 波那 
契-毕萨诺)递归 ）■ 42 

First-element swaps (头元索交換), 16*17* 30 
Fisher, Ronald Aylmei (费希尔，罗纳德-艾尔 

梅尔） T 116 

Five-letter English words (五个字母的英文词)’ 

7S 


Fixed points of a permutation 


个排列的闹定 


点 >，S0 


Flight, Colin (弗賴特 ， 科林 1 ,】37 

Flye Sainte-Marict Camille (弗赖 * 圣特•马里 

卡梅 尔）， 108 


Foulds, Leslie Richard (福尔德兹，萊斯里理 


査德) . 137 

Fourier, lean Baptiste Joseph, series 〈亩里叶， 

琼， 巴普梯斯特 * 约瑟夫，级数），43 

Fraetike】，Aviezrj S( nww > ( 弗连克尔，阿 


维译 * S > ,90 

Frankl,PAer 《弗朗 克尔,彼特）,102,103 
Franklin, Fabian { 官兰克林,法比安), 54,57 
Fristcdt t Bert ( 弗里斯梯特，伯特)，1 L& 


G 


Gale» David (盖尔，戴维 } , 120 
Gamma function ( 伽妈 涵数）, 67-68, 114 
Gaps { \ti) ) , 54 

Gardner, Martin (加德纳， 乌了) ， 124 
Garcia, Adriano Mario ( 加西阿德里 _EiS 

马 里奥） ,132 

Gar van* Francis Gerard (加尔文，弗朗西斯 ■ 杰 


拉德> ,114 

Generalized Bell numbers (广义的贝尔函数)， 


%UM 

Generalized Stirling numbers (广义的斯特林 

数） ，82,128 

Generating functions (生成 1® 数) , 29,41 1 45, 54- 

55,57,61,65,82,98, 134, 142 
Cenlex order (广义的词典颟序）， 9*13, 16-17, 


28-29 t 95, 100 

for Gray codes (对干广义 W 典噸序的格雷 
码 ），31 

Geometric mean ( 几何均值 ）* 60, 84 

Goldman, Alan Joseph (戈德曼， M 兰 ，约瑟 

夫），132 

Golomb, Solomon Wolf (戈罗姆布 t 索罗门-沃 

夫），2,25,125 

Gonnet Haas, Gaston Henry ( 戈恩 尼特. 哈斯， 


加斯顿 ■ 亨利）,136 

Good, Irving John (古 德，伊尔文 • 约翰 ） ，135 
Gordon, Basil (戈登：，巴希尔> ,77 

Graham s Ronald Lewis (格拉罕，岁的德 ' 刘 li 

斯(中文名为葛立恒 >) ，108, 143 
Gray, Frank, binary code (格雷，弗朗克，二进 


制码>』，画，109, 128 


codes for binary partitions ( 二进分划的格雷 


码 ）,121 

codes for combinations (组合的格雷码），8 


I8,27J0 

codes for partitions (分划的格 S 码}，51-53, 
60* 122 

codes for set partitions (集合分划的格雷码)， 
61-64,19 

codes, reflected (反射格雷码 ）,122 
Greene, Curtis (格林，卡尔梯斯 ),119 
Greg, Walter Wilson, trees (格里格， R 尔特 + 威 

尔森树)， i37 

Grid paths (槲格通路），2 3,25 

Griggs. Jerrold Robinson (格 里格斯 ^ 杰罗德 - 

罗宾森 ),124 

Groups，commutative (交换群 ）*60 

Guittone d 5 Arezzo (辛特顿，德‘阿里佐 ） 
Gumbd, Emil Julius, distributioit see Fisher (甘贝 
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尔，埃米尔，利尤斯，分布参见弗 希尔） 

Gupta, H(insraj(— 训 tjm ) 〔古普塔 . 汉斯拉 

P) ,H6 


H 

Hack ( 乱劈，乱砍），站 

Haigh.John ( 诲格，约綸 >，74 

Hall ， Marshall, Jr. ( 小吩尔，马歇尔） , M5.129 

Hamilton, William Rowan, cycles ( 哈 密顿，威 

廉，罗万循环 > , 97 

paths ( 哈密顿 通路 ) ， 16,30,97,99 

Handy idemity ( 方便恒等式 } ,136 
Hankcl, Hermann (汉克尔，赫尔曼 ）, 68,134 

contour ( 汉 克尔等 高线 ）*84 
Hardy, Godfrey Harold, < 哈迪，戈德弗雷 ' 哈罗 

德 ) 44,45,56,57, 113, 121 

Haie, David Edwin George ( 哈里 . 戴维、埃德 

文 • 乔治） ,136 

Heine, Heinrich Eduard { 海尼 t 亨利茲 ■ 爱德 

华 ），55 

Henrici, Peler Karl Eugen ( 亨利奇，披得，卡 

尔-尤金 > ,43 

Hickey, Thomas Butler ( 希克基》托 4 斯 ' 巴特 

勒） ,16,97 

Hilbert, David, basis theorem ( 希尔怕特，戴维基 

本定理 ） 34 

Hilton. Anthony John William ( 希尔顿，安托 

尼，约翰 ■ 威廉） ,3M02 
Hmdenburg, Carl Friedrich ( 辛登伯格，卡尔弗 

雷德里奇） ,38,65 

Ho f Chih-Chang Daniel ( 何志昌 ) ♦ 124 
Hoare t Arthur Howard MalorHe ( 霍尔， 阿瑟雷 

华德 -马 罗梯 } ,124 

Hocffding,Wassily (ft 夫丁， 瓦希里 > ，⑽ 

Homogeneous generation ( 同态生成 ) 10-11, 28- 

30,96 

scheme K ti ( 同态生成方案， 10, 1^-17, 29, 
92,99 

Homogeneous polynomials ( 同态 多项式 34 
Hooks ( 钩 } , ill」12 


Hume, Alexander (何姆 f 亚历山大）， v 
Hurlberi, Gleon Howland ( 哈尔伯特，格林，豪 

兰德 ），109 

Hutchinson, George Allen ■ 特钦森，乔治 * 艾 

伦） , 62, 77 

Hyperbolic functions { 双面函数 ），84 
Hyper graphs (超围 > ,18 


Igusa，Kiyoshi ( 井草法 )> 124 

Inclusion-exclusion principle ( 容斥原理 ) . 46, 

57+134, 139 

Incomplete gamma function ( 不完备伽玛函数）， 

67 

ind a: the index of a {ind a: a 的下 fe) ， 77 

Index of a permutation ( 一 个排列的]、 fe) T 77, 

122 

Integer partitions ( 整数分划）、 37-61, 74-77, S0 T 

m 

Internet ( 因特网 ) ,iL iii, 26. 125 

Intervals of the majorization lattice ( 多数化格的 

Life!) 49,57,59 

Inversions of a permutaiion ( — 个排列的反演）， 

4L81 

■ 

Involutions ( 卷积 ) t 84, 13 1 

Irwin, Joseph Oscar (伊尔文，约瑟 ■ 奥斯卡）， 

128 

Ising, Ernst, configurations ( 艾辛，欧斯特，配 

S) ,26, 31,89 

Iteration versus recursion (迭 代和递 归）， 12-14, 

29 



Jackson t Bradley Warren ( 杰克森，布拉德里 B 

£ ! ： J , U)9 

Jacobi, Carl Guslav Jacob (雅 町比，卡 尔，古斯 

塔矢， 雅 " 【布 } ,42,56 

symbol ( 雅 比符号） ,115 
Janson, Carl Svante ( 简森 , 长尔 ■ 斯万特）， i v 


Jeffrey, David John ( 杰弗里，戴维 • 约翰 > ，136 
Jenkyns, Thomas Arnold ( 詹金斯 . 托马斯 ■ 阿诺 
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德 ）， n 

Joichi, James Tomei ( 城市东明 ) .112.132 

Joint partitions ( 联合分划 ），55 

Jolivald t Philippe 卜 Paul de Hijo) ( 约里也尔德， 

菲律皮 (= 鲍罗德希约 )> ，】08 

K 


Katona, Gyula(OptiH!iA]is Halmaz) (卡托纳 t 占拉 

(鄂普梯 S 里斯 ■哈尔 马泽)> ,19 

Keyboard (键 ft) ,10, 30 

Kirchhoff, Gustav Robert, law 《克希 霜夫，古斯 

塔夫 • 罗伯特定律）， 49 
Kitaev, Sergey Vladimirovich 
( Ktoch , Geprei EnwwMHpoM'i ) (基塔耶夫，塞尔 

吉 • 伏拉基米洛维奇），125 
Kleber, Michael Steven (克里比尔，迈克尔，斯 

蒂文） ,122 

Kleiiman, Daniel J<Isaiah Solomon)( 堯莱特曼 , 

丹尼尔 ■ J ( 伊萨业，索罗门 )> ,119 

Klimko, Eugene Martin ( 克林科，尤金 ■ 岛丁）， 

] 10 


Knapsack problem 丨 背包问题 > >7 

Knopp, Marvin Esadore ( 克 诺普、马尔文 * 伊萨 

多里 ） ，114 

Knuih, Donald Ervin ( 克努特，唐纳德，欧文(中 

文名高德纳 )) 丄 ii,iv ， 89,136 


Kordemsky, Boris Anastas'evich 
( Kopjt « H € Kitfi T Bopiic ) (科 迪姆 斯接， 


博黾斯 + 安纳 斯塔谢 维奇 ） ,143 
Korsh P JamesF. ( 科什，詹姆斯， F) 

Kramp, Christian ( 克兰姆普 , 免里斯蒂安 ）， 65 
Kruskal, Joseph Bernard, Jr. ( 小克鲁斯片尔，约 

瑟夫，贝尔纳德） , 19-20 
function k, ( 克鲁斯卡尔函数， 19-21.31 ， 
34 t i02 


function A, ( 克 # 斯卡尔函数 ; U ， 20-2h 32- 
33 


-Katona theorem ( 克 & 斯卡尔 - 卡托纳 定理 ） . 
10 



Labeled objects ( 带标号的目标） ,36,7ft, 137 


Labelle,Gilbert ( 拉贝利 , 吉尔怕特 ), H2 
Lagrange(-de la Grange), Joseph Louis, Comte, 

inversion formula ( 拉格朗日 , 约 S 夫 •路 
易斯 . 康姆特，反演 函数 ） ，136 
Laguerre^ Edmond Nicolas ( 拉奎尔热，埃德蒙 

德 - 尼占拉斯 ）， 140 

Landau，Hyman Garshin ( 兰 道，希曼 . 加辛〉、 

59 

Laplace(=de la PIace) t Pierre Simon, Marquis de 

{ 拉昝拉 斯 (= 德 * 拉普拉斯 > ，彼尔里西蒙、 
马魁斯■德 > ,67 

Lattice paths (格子 通路 ), 2-3, 25,41 
Lattices of partitions ( 分划的格 ) T 5S-59, 78-79 
Law of large numbers ( 大数定律 ）， 84 
Least recently used replacement ( 锒近 & 少使 flj 轉 

代） J34 

Lcck, Uwe ( 里克，尤维 ），108 
Left-to-right minima ( 自左到右极小 ），78 

Lehmer, Derrick Henry (莱默 . 德里克 ▲ 亨利）， 

5 t 30,56,97 t 115 

Lehner, Joseph (勒纳 T 约 瑟夫） ,46, 57 
Lexicographic generation (i3 典 W 序生成 ) , 4-7, 

16-19, 25-27, 29, 31, 37-38, 40, 53-54, 62, 

75-77, 79,98, 1 IS 

Li : (dilogarithm) (LU 双对数 >> t 56 t 114 t \\1 

Limericks ( 里默里克斯 }, 82 

Lindstrom, Bernt Lennart Daniel ( 林德斯特洛姆》 

本特，林纳特 . 丹尼尔） 24-25.34, 107 
Linked lists ( 链接表 ),27,53,78,90 
Linusson, Hans Svante (萊纳森，汉斯 ■ 斯万 

特 > , K>6 

Upschutz, Seymour Saul ( 里普舒持茲，本终 

尔索尔 ） ， 89 

Littjewood, John Edensor ( 里特 伍德, 约翰埃 

登索尔） *120,121 
Liu t Chao-Ning (刘兆 r) J 
Lloyd. Edward Keith ( 罗伊德，爱德华 + 凯什 ), 

142 

Logarithm, as a muitivalued function (作为多值 

函姣的对数） ,68, 1 36 

Loizou, Georghios( AotCov, rwipt^ ) ( 洛伊舟 ，# 

治欧斯）， 110,111 
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Loopless generation ( 无循环生成） 27, 

28 t 92, 96,97 t UO 

Lorenz, Max Otto ( 罗仁兹，马克 - 奥托 ）,120 
LovAsz, L4szl6 ( 罗瓦斯泽 . 拉泽罗）， 32,102 
Lovejoy, Jeremy Kenneth ( 洛弗 佐伊， 杰里米 ▲ 

ft 尼特 } , m 

Lucas* FVangoU £dou&rd Anatole ( 卢卡斯，弗朗 

索伊斯 - 爱德华 ■ 阿纳 托里 ） ，108 
Lilneburg, Heinz ( 伦尼伯格，海因兹 ） ，90 
Lunnon, William Frederick ( 伦能 t 威廉，弗雷德 

里克 ） >129 

M 

Macaulay, Francis Sowerby (麦考莱，弗兰西 

斯 * 索威比）， 19,34,101 
function fi, (麦考莱函数 k) , 20-21, 32-33, 
102 

MacMahoti, Percy Alexander (麦克马洪， fft 两 ■ 

亚历 山大） *60,61,75 

Magic trick ( 鷹术技术）， S6 

Majorization ( 多数化） ,120 
lattice ( 多数化格） ,58-60, 126 
Malfatti, Giovanni Francesco Giuseppe ( 马尔法梯， 

古奥万尼 _ 弗朗西斯 … 戈 • 基欧西皮 ） . 
115 

Marshall, Albert Waldron < 马歇尔，阿尔伯特 - 

瓦尔 德伧 ） . 121 

Matchings,perfect ( 完 美匹 ,131 
Matrix multiplication ( 矩阵乘法 ），94 
Matsumoto t Makoto (松本 fO , 103 

Matsunaga, Yoshisuke { 松永良 弼 } ，65 

McCarthy, David ( 麦卡锡， 鼴维 > ,11 
McKay, Brendan Damien ( 麦凯，布仁丹.达 

明 ) J08 

McKay, John Keith Stuart (麦凯，约翰 ^ 基什 ' 

斯图亚特 ） ，37 
Mean values ( 均值 > , 60, 84 
Meipner, Otto { 梅布纳，奥托 ）> 123 
Mellin, Robert Hjalmar, transforms { 梅林，罗伯 

特 ■ 赫加尔玛 T 变换） ,42,56 
Mems ( 成员 ） ， 4 9 


Middle levels conjecture ( 中级猜 SH) ， 98 

Milne, Stephen Carl ( 密尔尼，斯蒂芬，卡尔）》 

79 

Min-plus matrix multiplication (极 小加 矩阵乘 

法 ），94 

Minimal partition ( 极小分划 ），58 
Misiurewicz, Michol (米 希尤里维奇 , 迈克尔 ） t 

123 

Mixed radix notation ( 混含进制记号 ）* 123 
mhix computer (MMIX 计算 机）， ii ， iv. 30 
modulo J7 (求对 的 余数运 算）， 62 
Moments of a distribution ( 一 个分布的动 St > ， 

80J41 

Monomial symnieiric functions (申项式对称 

数 ） ,120 

Monomials ( 車项式 ) , 34 

Monotone Boolean functions (单 调布尔函数） ， 

34 

Mor s MosheC ^nvay ( 莫尔，莫斯 > ，如 
Moser, Leo ( 蓖泽，利鞑） ,71, 133, 135 
Most recently used replacement (i§ 近 iS 多便用转 

换） ， B4 

Mytikin, Theodor Samuel( } 

( 莫茲金， _ 奥多 ' 萨缪尔）， T7, 128 、 14! 

Mountain passes (山的关 U ) f 66 
Mairhead, Robert Franklin { 缪尔 黑德，罗伯特 

富兰克林 ）,120 

Multicombinaiions: Combinations with 

repctUions ( 多軍组合：带有重 《 的组合 ）, 
2-3, ■ ■ ， 16-19,25, 33,36, 39 

Multipartition numbers, tables ( 多重分划数表 } * 

14L 

Mullipartidons: Partitions of a multiset ( 多盖分 

划：一个多重集合的分划） ,75-77,85, 143 
Multisets ( 多重集合）， 2,87 

combinations of ( 多重集合的组合）， 2-3 ， 16- 
18, 25, 33 

permutations of ( 多重集合的排列 4, J4-J5, 
29,30,41,89 
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fHuples (nTU®.) T 36 

Naudd, Philippe(-Philipp), der jtingere ( 诺德 ，IS 

律 (= 菲律浦 ) ，德 - 俊吉里 ） ，41 

Near-perfect combination generation ( 近乎完 31 的 

组合生成 > .U-17, 29 

Near-perfect permutation generation (近乎完美的 

排列生成） J5.29 

Nestings in a set partition (在一个集合分划屮的 

嵌套） J31 

Newton, Isaac, root finding method ( 牛顿，伊萨 

克，求裉方法）， 69, 13S 
Ntjenhuls, Albert ( 尼珍休斯，阿尔 伯特） ， 8,57 
Normal distribution ( 正态分布 ）* 74 
Nowhere differentiable function (处处不可微函 

数 > ,32 


o 

Odlyzko, Andrew Michael ( 奥德里兹科，安德 

鲁 ' 迈克尔 ） ， 45 

Oetiinger, Ludwig <4 廷格， 路德维格） ,123 
Olive, Gloria ( 奥里弗，格罗里亚 ），97 
Olkin, Ingram (奧尔金 * 英格拉姆） ， 121 
Olvtr, Frank William John (奥尔弗，弗 朗克威 

廉 ‘ 约翰 ） ，72 # 

One giiu Eugene ( Oair 时 ^ EsMBi* ) ( 奥 没金， 尤 

金 > .83 

Order ideal ( 理想廟序 ） ，33 

Order of a set partition ( 一个集合分划的顺序 ）, 

126 

Ordered factorizations ( 顺序的闶式分解 ） 1 123 
Organ-pipe order ( 管风琴顺 序 ）， 14 
Oriented trees (有向树) T 78, 137 
Overpartitions, see Joint partitions ( 过度分划，参 

见联合分划） 

P 

P-partidons < P 分划 ),60 

Pak^ 】gor Markuvich{ Hropi. m 呼阳 brw )( 帕克 ^ 

雨果 * 马科维奇） ，112 

Part-count form (部 分计敗 形式） *39, 53,78 


Partial order ( 偏序 ），60 

Partition iattice ( 分划格） , 78-79 

Partition numbers, ( 分划数 ) 41-47 t 55-57 
tables of (分划数表 ) ,42,46, 141 
Partitions ( 分划 ) ,36-86,89 
balanced ( 平衡分划 ），53 
doubly bounded (双重有界分划 ) ,49,57,59 

of a multiset (— 个多重集合的分划 } , 74*77 , 
85, 143 

of a set (―个集合的分划 ) ,37,61*86 

of an integer ( 一个整数的分划）， 37-61 1 74- 
77 t S0 f BO 

ordered, sw Compositions ( 有序的分划 . 参见 

合成） 

random ( 随机分划 ) ,46-48,57,72-74 
sums over < 在分划上求和） t 39 t 65, 135, 138 
with distinct parts (带 有不同部分的分划)， 
54,55,57,58,77 

wlihoui singfetons ( 不带单元集的分划 ）, 45, 
82, 117,131,114 

Pascal, Ernesto < 帕斯卡，欧内斯托 ） ，6 

Paths a grid (ft —个栅格上的通路 ）， 2-1 25. 

41 


PatlcrDS in permutations (在排列中的模式 ), 125 
Payne T William Harris { 佩思， 威廉，哈 里斯 } . 

9,28 


Peirce, Charles Santiago Sanders (fflffl , 盘尔 

斯，圣地亚 ■ 喿德里斯 ），64 
triangle (珀两 三角） ， iv ， 64, 80-82, 84, 132, 
134,142 


Pentagonal numbers ( 五角形数 ) ,41 + 55 
Perfect combination generation ( 完美组合 半成 ） + 


15-17, 30 

Perfect partitions ( 完美分 划 ）， 6 1 
Permutations ( 排列） ， 36,78 

of a multiset ( 一 个多 重集合 的排列 1 ， 4, 【 4- 

15,29,30,89, 123 

Petrarca, Francesco(=pelrarch) ( 彼特拉査，弗朗 


希斯戈 (= 彼得拉奇 )） ，82 
Phylogenetic trees ( 生物近代树 ),137 

as u random rt example (作为随机数的例 


f) ,2 t 13 t 27-29, 35, 80-8M22 
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Piano ( 钢 琴 ) JO, 30 
Pigeons (鸽子) , 36-37 

Pitman, James William ( 皮 特曼，詹姆斯，威 

廉 ) ， 85, 128,140 

Pitlel , Boris GetshOTl ( Eopac repmoHOBBTi ) 

( 皮梯尔，博里斯 1 杰尔森 > .74 
Plain changes ( 平易改动 ），10 
Playing cards ( 扑克牌 ),35,86 
Pleasants t Peter Arthur Barry ( 普里喿特斯，彼 

特阿 瑟 * 巴 ,129 
Poetry ( 诗 作 } T 82-83 

Poinsot, Louis ( 庞 索特， 路易斯 ）, 35,108 
Poisson, Simeon Denis 《泊松 ， 西米昂 - 丹尼 

斯） J14 

distribution ( 泊松分布 ), 73, 80 
summation formula ( 泊松求和公式 } ,43, 56 
P6\ya, Gy5rgy{=George) ( 波 里亚 - 乔奥吉(=乔 

治 )> , lit J21 

Polyhedron ( 多由体 ）» 18, 33 
Polynomial ideal ( 多项式理想 ）, 34 
Pome ranee, Carl (破 米兰茨， 卡尔） t 140 
Postorder traversal (后根顺序遍历 > ,27 

Powers of 2 (2 的次 ¥) T 60 

Preorder traversal ( 前根顺序遍历 ) , 7, 27, 94 
Probability distribution functions ( 概 _ 分布函 

数） ,46,7180,84 

Prodinger, Helmut { 普 罗丁格，赫尔姆特 ),133 
PudL^k,Pavd ( 鲁德拉克 t 帕弗尔 > J26 
Pure alphametics (纯粹字母算术 ） ，78 
Pushkin, Alexander Sergeevich 

(riymeuierb, Ajwiec 叫 njrti Ceprt«BiPi% )( 普希 " 金，亚 

历山大 > 谢尔盖耶维奇 ） + 83 

Q 

今 -multinomial coefficients (g 多项式系数 ） .30 
^-nomial coefficients ( 穿项式系数）， 15, 3 ( > t 89, 

98,132 

^-nomial theorem ( 穿项式定理 ) ， 112, 116 
^-Stirling numbers (穿斯特林数 } , 82, 12® 

R 

Rademachcr, Hans ( 拉德 曼彻，汉斯 ),44,45, 

56,57 


functions ( 拉德曼梱数 ），32 
Radix sorting ( 进制 排序） ,76^77 
Ramanujan Iyengar, Srimvasa< 

^frgff^ar ^iudi^fTfr ) ( 拉受奴燕」伊因加 

尔，斯里尼瓦萨 ), 44,45,56,57,113, H4 
Random partitions ( 随机 分划） ， 46-48 

generating ( 生成随机分 划 ）， 57 
Random set partitions {随 机集合 分划 ), 72-74 

generating ( 生成随机集合分划 ） + 74 
Ranking a combination (对一 个组合排序）， 6, 9. 

19,29 厲 91. 98 

Read, Ronald Cedric ( 里德，罗纳德.寒德里 

克） ,16,97 

Reagan, Ronald Wilson ( 里根，罗纳德 ► 威尔 

ft) ,83 

Real roots ( 实根 ） ，85 

Recurrences ( 递推 ) ,26^42,50,55,91-93, I4J 
Recursion ( 递归 ), 10-12 

versus iteration ( 递归和 迭代 ) , 12-14, 29 
Recursive coroutines ( 递归共行程序 ）.16 
Recursive procedures (递归过程 ) ， 127 
Refinement ( 加细，精化 ），78 
Reflected Gray code ( 反射格雷码 ),28,122 

Regular solids (规则固体 ） ，33 

Reingold, Edward Martin( 11 rtvD } 

( 赖因 戈德，爱德华 _ 马丁 ） t 8 
Reiss, Michel ( 赖斯，迈克尔 ），108 

Remmel, Jeffrey Brian ( 蔺梅尔 , 杰弗里 * 布里 

安 > J32 

Reptatement selection sorting ( 替代选择排 序）， 

90 

Residue theorem ( 余数定理）， 65,68 
Restricted growth strings ( 限制增长串）， 62-64, 

78,129, 130. *34, 141 

Reversion of power series ( 稱级数的逆反 ），90 

Revolving door property (转动门性质 > U9- 

30,51 

scheme T jr (转动门忖质方案 O ， 8-10. 16- 
17, 27^29 

Rhyme schemes ( 节奏方案 ) ,62,82-83 
Riemann, Georg Friedrich Bernhard f surface ( ¥ 

曼，乔治 • 弗雷德里奇+吉恩哈德，黎曼 
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表面 >，136 


Gray codes for ( 集合分划的格雷码）， 63-64, 


Rim representation ( 边缘表示 ）■ 40-41 ， 48, 54, 

58 

Robbins, David Peter ( 罗宾斯，戴维，彼特 K 

134 

Robinson, Robert William ( 罗 宾森. 罗伯特，威 

麻 ）， 108,137 

Rook polynomials ( 车多项式 ) .80-81 
Rooks, nonattacking { 非攻击的车）， 80-81,130-131 
Roots of a polynomial (一个多项式的根 > ,85 
Roots of unity ( 单位椴） *30,44, 115 
Round-robin tournaments ( 循 环淘汰赛 ）， 59 
Row sums ( 行和 ）， 60 

Row-echelon form ( 行的排序形式 ）， 88 
Rucksack filling ( 装填机布背囊 ), 7,27 
Ruskey, Frank ( 拉 斯基 t 弗朗克） , iv, 30, 63 T 79 
Ruzsa t Imre ZoltAn { 拉择萨，伊姆里-佐尔丹 ） * 

103 

Ryser t Herbert John ( 赖 泽，赫尔伯特，约翰）， 

120 


S 

Sachkov, Vladimir Nikolaevich( 

HHKOJiaetHH ) (萨兹科夫 t 伏拉基米尔■尼 
科拉耶维奇），74 

Saddle point method (马按点方法 > , 44 T 65-72, 

R3^85, 142 

Savage, Carla Diane ( 萨维吉，卡拉 - 戴安尼）， 

51,98 

Schur, Issai ( 舒 尔， 伊斯赛） J21 

Schiltzenbcrgcr, Marcet Paul (舒曾伯格，马希 

尔，鲍罗 ),19,102,107 
Score vectors ( 分数向量 ） ，59 
Second-smallest pans (第二个 最小部 分）， 5S 
Self-conjugate partitions ( 自共板的分划 >, 54, 

SO, 12! 

Semilabeled trees ( 半 标号树 ）. 

Semi modular lattices ( 半模块格 ) ♦ 126 
Sequences, totally useless ( 序列全都无用）， 78 
Set partitions (集合分划 > , 37 T 61-86 

conjugate of ( 集分分划的共規 ）， 80 
dual of ( 集 合分划的对偶 )，131 


79 

order of ( 集合分划的顺序 ）， 126 
random ( 随机集合 分划 ) , 72-74 
shadow of ( Jt 合分划的阴影 > , 79 


universal sequences for (集合分划的万有序 


列 ） ，86 

Seth, Vikram( ) ( 塞特，维克拉姆）， 



83 



Shadows ( 明影 ), 18-25,31-34 

of binary strings { 二进串的明影 ） T 35 

of set partitions (集合分划的阴影 > ,79 

of subcubes ( 子立体的阴影 ）， 34 


Shakespeare(=Shakspere) , William ( 莎士比亚， 

威廉）， S2 


Shallii, Jeffrey Outlaw ( 萨立特，杰弗里-奥特 


罗 ） ，134 

Shape of a random partition (一个随机分划的形 

状）風 57 

Shape of a random set partition ( 一 个随机集介分 

划的形状 ）, 72-73 

Shields, fan Beaumont ( 希尔德兹，伊恩 ■ 比奥 

蒙特 ） *卵 

Sibling links ( 兄弟链 ） 1 27 

Sideways sum < 横向求和(一个数的各位数卞之 

和 ) ） ， 20,29,88 
Sieve metliod ( 筛选方法 ）,123 

Simoes Pereira, Jose Manuel dos Santos ( 两奠 

斯 + 彼萊拉，约瑟 ■ 壘纽尔多斯■燊多 


斯 ） ，89 

Simpkjtes ( 申纯形 } s 18 

Simplicial complexes ( 简 申化的 H 合 ）. 33-34. 


107 


S 



plicial multicompkxes ( 简申-化的多 i: Si 
合 ），34 


Size vectors ( 大小向 S > , 33, 34 
Smallest parts ( 最小部分 ) . 57, 58 
Sonnets ( 十四行诗）， 


Spenser, Edmund ( 斯宾瑟，埃得蒙德 片 2 

Sperner, Emanuel ； theory ( 斯皮尔纳，埃马纽 

理论） ,107 

Spread ^et in a torus (在一 个團环体内的 Jfe 布集 
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合） ,22-25,33 

Stable sorting (稳定推 序） , 76-77, 122 
Stachowiak, Grzegorz ( 斯塔 科维亚克，格里高 

兹），叩 

Stack frames { 找框架 > , 75 

Siam, A art Johannes ( 斯塔姆，阿尔持约汉纽 

斯）， 74,85 

Standard sex in a torus ( 在一个 [M ] 环体内的知准集 


合 ) ,22-24,33 

Stanford GraphBasc ( 斯坦福 图库 ) T ii ， iii，78 

■ 

Stanley, Richard Petef ( 斯 坦利， 理*德彼 

特）， 14,36,39, 102, 122, 131 

Stanton^ Dennis Warren (斯 圾顿， 丹尼斯，反 

㈡，"2 

Star transpositions ( 星形 转置） , 16-17, 30 
Stephens, Nelson Malcolm ( 斯蒂芬，尼 尔森马 

尔科姆 ）,129 

Stirling, lames, ( 斯特林，詹姆斯 } 

approximation ( 斯特林近似 ), 67, 69 + 71 + 139 
cycle numbers ( 斯特休循环数 ） .140 
subset numbers, asymptotic value ( 斯特林 i 1 集 
个数，渐近值 ）, 70-72 

subset numbers, generalized (广义的斯特怵子 

集数） , 82,128 

■ ‘.*■ ■ ■■ 曜 

Stirling strings ( 斯特林串） ,126 

Subcub«s ( 子立体） ,31,34 

Sums over all partitions (在所有分划 l : 求和 > . 

39, 65 , 135 , 138 

Sutcliffe, Alan ( 舒 特克里夫 , 阿兰 ),126 
Sutherland, Norman Stuart ( 苏徳 兰德 . ifi 尔曼 ■ 

施图亚 特 ）， iii 

Swapping with the first element { Ml 头一个元素交 

换 } , 1647,30 

Sw inner ton-Dycr t Henry Peter Francis ( 斯温纳 

顿-載 尔， 亨利 ■ 彼得 _ 弗朗 西斯） ，114 
Sylvester, James Joseph { 希尔威斯特， ® 姆斯， 

约瑟夫 > ,54, 113 

Symmetric functions ( 对称函数 ）, 39,120 
Symmetrical mean values ( 对称均值 ），60 

Al-ddr ( 斯泽基里，拉提罗阿拉 


达 ）,126 



Tableau shapes { 表景形状 ）. 40, 80, we Ferrers 

diagrams < 参见费尔利斯框闬） 

Tail coefficients ( 尾部系数 ),124 


Takagi, Teiji ( 髙木 贞治） ,20,103 

function (髙木贞治函数 ), 20-21,32-33 
Tang, DonaldTao-Nan 〈唐 道南 ），8 
Tarry, Gaston ( 塔里，加 斯顿 ） ，108 
Taylor, Brook, series ( 泰勒，布得克级数）、 7】, 

136 


Tern per ley, Harold Neville Vazejlle ( 坦普尔里， 

哈罗德 > 尼威尔 ■ 瓦泽里 >，48 
Ternary strings ( 三进制串 } ， 28, 108 

Terquem, Olry ( 特奎姆，奥尔里 > *35 
Tippett, Leonard Henry Caleb < 梯皮特 • 伦纳 

德亨 加勒布 ） .116 
Tokushige, Norihide ( 德重典英 ),103 
Topological sorting ( 祐扑排序）， 61,97,125 

Tor^k, fiva ( 托罗克， 艾瓦 ） ，96 

Toros, n-djmensional ( 。维 ® 环体 ） , 20-25, J3 

Toucbard, Jacques ( 陶 査德、 雅 圭斯） 

Tournament ( 淘 汰赛） T 59 

Trace ( 踪迹 ) ,40,48.54. M2 

Trading tails ( 填加尾部 67， 139 
Transitive relations ( 传递关系 ) 1 62 
Tree function ( 树函数 ) , 70, 136 
Tree of losers ( 失效者树 ），90 
Tree of partitions { 分划树 > , 54 

of restricted growth strings < 限制增长串树）， 
129 

Tree traversal ( 树的遍 历 ）， 54 
Triangles ( 三 角形 ），20 
Triangulation (三角化 >，88 
Trick, magic ( 魔术技巧 ） ，86 

Trie traversal f 检 索结构遍历 ), 9-10 

Tripartitions ( 三 重分划 ） ，75 

Triple product identity ( 三元组乘积恒等式）， 42, 

56 

Trost. Ernst ( 特洛斯特， 恩斯特 ),123 
T&ua, m ( 图马，吉里 >，126 
Twelvefold Way ( 十二 ® 方式）， 36, 53 
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Two-line arrays ( 双行数组 ) ，腦 30-131 

u 

Umbra! notation ( 阴影 记号) ,128,133, 134, 142 

Union-find algorithm ( 求并 算法 ) ,126 

Unit vectors ( 承位 向鼉 ），22 

Universal cycles of combinations (组合的万有循 

环 > ,35 

Universal sequences for set partitions (集合分划 

的万有序列 ）， 

UnUbeled objects (未 加知 ; 号 的对象 ）， 36 t 78, 

137 

Unrankmg a combination ( 对一个组合的去押:排 

序 ）, 27, 29 

Unranking a partition ( 对一个分划去棹排序）， 

58 

Unlinking a 如 partition { 財一个集合分划去掉排 

序 > 

Unusual correspondence ( 非寻常对应 ）,125 
Up-down partitions ( 由 M 向下的分划 ), 60, 122 
Upper shadow ( 上阴影 } ， i8 
Urns ( 罐 ），36 

Useless sequences { 无川序列 78 

V 

Vacillating tableau loops (摇摆 不定的表最循 

环 ）.80 

van Zanten, A rend Jan ( 范 琴登，阿廉德， 

简 ） ，91 

Vector partitions 【向量分划 ), 75-77, 85 
Vector spaces (向 it 空间） t 26, 31 

Vershik, Anatoly Moiseevich( B^pmuK, 
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